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محمول کاملا جمله دو بین معتبر شرط ترکیب هر برای که �کند م بیان لیندون درونیابی قضیه
که دارد وجود چنان درونیابی فرمول اول، مرتبه از ( تابع نمادهای و ثابت نمادهای فاقد (جملات
بصورت نماد آن اگر فقط �شود م ظاهر ( منف (یا مثبت بصورت (رابطه�ای) محمول نماد هر آن در
ثابت را �تری کل ول مشابه، نتیجه�ای ما شود. ظاهر نتیجه و مقدم فرمول دو هر در ( (منف مثبت
، موضع تک محمولات از U ثابت چندتایی ی برای که است این اضاف شرط آن در که �کنیم م
U ∈ U موضع تک محمولات از ی به صریح بطور بررس تحت فرمولهای سورهای تمام
مثبت رخداد ی U روی ( (عموم وجودی سوری�سازی شرط، این تحت شده�اند. نسبی�سازی
برهان توسط تنها جدید، درونیابی قضیه این که است شده داده نشان �کند. م ایجاد را U از ( (منف
برخ مانند �کند؛ م سازی سان ی را مرتبط نتیجه چند و آمده بدست کانون و مقدمات نظریه-مدل

درونیابی قضیه همچنین و نوایی، ی مفاهیم با زیرساختارها و توسیعها مورد در که رده�بندی قضایای
وجودی شده سوری�سازی گونه�های روی و محمولها ( منف (یا مثبت رخدادهای روی که چندگونه

شده�اند. متمرکز ( (عموم
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مقدمـه

که است χ میان فرمول ، ترکیبشرط این برای درونیاب ی شده، داده φ |= ψ ترکیبشرط برای

بطور کلاسهای برخ برای χ درونیابهای جستجوی در �کند. م صدق φ |= χ و χ |= ψ شرایط در

،φ |= ψ شرط ترکیب در اطلاعات از چقدر که داد تشخیص �توان م فرمولها، از محدود نحوی١

روی طبیع نحوی الزامات بیانند. قابل نحوی محدودیتهای آن تحت است شده منتقل χ به که

وجود که درونیاب خواص بنابراین دارند. مرکزیت ψ و φمشترک نحوی خواص روی به درونیاب،

�کنند. م غلبه ٢ خواصمعناشناس بر که هستند خواصنحوی �کنند، م تضمین را خاص درونیابهای

زبان به �کند. م بازتاب را معنا نحو، چقدر اینکه اندازه�گیری برای باشند مح �توانند م آنها پس

، مدل نظریه منظر در �دهد. م نشان را م ح و فرض بین تنگنا ی نحوی بصورت درونیاب ر، دی

بیان�پذیری یا تعریف�پذیری نتایج به درونیابی نتایج که بصورت �شود، م نمایان بیشتر پدیده این

�شوند. م نمایان ، نظریه-مدل رده�بندی قضایای محتوای در بخصوص آنها �شوند. م منجر

که �کند م بیان [۵] کری درونیابی قضیه یرید. ب نظر در را درونیابی خاصیت بنیادی�ترین

و φ مشترک زبان به آن زبان که دارد χ مانند درونیابی φ |= ψ اول مرتبه معتبر شرط ترکیب هر

به �شود، م نتیجه کری درونیابی قضیه از فوراً که آن، متناظر رده�بندی نتیجه �شود. م محدود ψ

توسط کاملا τ-ساختارها در آنها درست که τ-فرمولهایی ،τ۰ ⊆ τ زبانهای برای است: زیر قرار

در شده ظاهر نمادهای از مجموعه�ای و جمله طول مثال، بعنوان �کند؛ م زبان رسم کاملا ساختار به اشاره ١نحو

هستند. نحوی خواص جمله، ی
معناشناس معیار ی مدل ی در جمله ی نادرست یا درست �کند؛ م زبان معنای یا تفسیر به اشاره ٢معناشناس

است.

٣



۴ مقدمه

تحویل �باشند. م �ها τ۰-فرمول با معادل که هستند آنهایی دقیقاً �شوند، م مشخص τ۰-تحویل�ها٣
داده φ فرمول برای است. قضیه این از نوع کاربرد ی درونیابی، به بیان�پذیری ادعای این مستقیم

کرد، گذر دارند، جدیدی اسمهای τrτ۰ فرمولهای تمام آن در که φ′ متفاوت فرمول به �توان م شده،

τ۰-فرمول ی ترکیبشرط این برای کری درونیاب است. معتبر ترکیبشرط ی φ |= φ
′ پس

قضیه ، کری درونیابی قضیه از شده�تر شناخته بهتر و ر دی نتیجه بعنوان است. φ معادل که است

ببینید.) را [١١] مثال (برای �شود. اثبات مشابه�ای خیل بطرز �تواند م بِث تعریف�پذیری

منطق برای همچنین و ر دی منطق�های برای کری درونیابی قضیه از زیادی گونه�های و تعمیمها

کلاسی اول مرتبه مدل نظریه در جالبی کاربردهای که آنها مهمترین از شده�اند. یافت اول مرتبه

�باشند. م [٨ ،٧] ففرمن چندگونه�ای درونیابی و [١٢] لیندون درونیابی دارند،

رخدادهای بین یعن �گیرد، م نظر در را، محمولات در داده رخ قطبی�های لیندون درونیابی قضیه

شوند ظاهر درونیاب در منف و مثبت بصورت �توانند م محمولات �گذارد. م تفاوت منف و مثبت

آن، متناظر رده�بندی نتیجه باشند. شده ظاهر ψ نتیجه و φ فرض در ( (منف مثبت آنها فقط اگر

�کند. م متناظر بودن مثبت با را نوایی ی

�گونه ی ساختارهای جای به چارچوبچندگونه ی در درونیابی مورد در ففرمن درونیابی قضیه

با �رود، م کرِی شرط از فراتر شده تعیین شروط حال، بهر چارچوب، این برای است. استاندارد

این شده�اند. سوری�سازی درونیاب در ( (عموم وجودی بطور گونه�هایی چه اینکه گرفتن نظر در

است رده�بندی قضیه آنها �ترین طبیع از ی که دارد وسیع بسیار نظریه-مدل کاربردهای تحلیل

�سازد. م متناظر وجودی فرمولهای با را توسیعها تحت بودن پایا که

سطح بطور که درونیاب خاصیت دو که است مشاهده این اخیر، ملاحظات برای شروع نقطه

در که �گونه ی ساختارهای به چندگونه ساختارهای از طبیع ترجمه�ای توسط �رسند م نظر به مرتبط

محمول ی توسط کدام هر �شوند، م مختلفمدل�سازی زیردامنه�های مختلفبصورت گونه�های آن

روی عموم یا وجودی سوری�سازی ی ترجمه این در �گردند. م علامت�گذاری جدید موضع تک�

A
′
= (A

′
, a

′
) و τ۰-ساختار ی A = (A, a) دهید قرار τ۰؛ ⊆ τ که باشند اول مرتبه زبانهای τ۰ و τ کنید ٣فرض

a
′ و a و A = A

′ اگر تنها و اگر (A′ τ۰-تحویل (دقیق�تر، است A′ تحویل ی A �گوییم م باشند. τ-ساختار ی

�دهند. م نشان A = A
′ � τ۰ با و �شود، م نامیده A بسط A′ مورد این در باشند. داشته توافق τ۰ روی



۵ مقدمه

�باشد. م ∀x(Ux→ ...) یا ∃x(Ux∧....)بصورت U-نسبی�شده سوری�سازی ترتیبی به ،U گونه

نوع با متناظر منف رخداد ی عموم سوری�سازی و مثبت رخداد ی وجودی سوری�سازی بنابراین

ما به مورد این در را چیزی که �رسد م نظر به لیندون درونیابی قضیه �کند. م ایجاد را محمول

و وجودی شده سوری�سازی گونه�های به که بود امیدوار �توان م آن عکس کردن ترجمه با و وید ب

ترجمه این برایِ آمده بدست لیندونِ درونیاب ی البته، اما یافت. دست درونیاب ی در عموم

باشد. چندگونه فرمول ترجمه ی (معادل) خودش که ندارد لزوم معتبر، چندگونه شرط ترکیب

روی محدودیتها درباره نامتقارن رده�بندی ی م ح �فرضو به توجه با ففرمن درونیابی قضیه بیشتر،

لیندون درونیابی قضیه ه حالی در �دهد، م نشان را ( (عموم وجودی شده سوری�سازی گونه�های

است. متقارن کاملا

چارچوب ی در را درونیابی نتیجه است، شده تنظیم [١۴] مقاله مبنای بر که پایان�نامه، این در ما

درونیابی برای مشترک زمینه حقیقت در که �کنیم، م ارائه �شده نسبی�سازی اولِ مرتبه منطق فرمولهای

مدل نظریه پایه�ای دادن بر علاوه نتایج این �دهد. م ارائه ففرمن چندگونه�ای درونیابی و لیندون

شده شناخته کاربردهای برخ برای نوا ی منظری همچنین مهم، درونیابی نتیجه دو این برای مشترک

�باشد. م بِنثم فون رده�بندی قضیه شامل جدید کاربرد که �دهد، م ارائه جدید کاربردهای برخ و



١ فصل

درونیابی قضیه چند معرف

۶



٧ درونیابی قضیه چند معرف .١ فصل

کرِی درونیابی قضیه ١.١

این است. منطق مختلف های نظریه بین رابطه مورد در کرِی درونیابی قضیه ، ریاض منطق در

درونیابی که θ سوم فرمول ی آنگاه دهد نتیجه را ψ فرمول ،φ فرمول اگر که �کند م بیان قضیه

فرمول φ و شود، ظاهر ψ و φدوی هر در θ در ١ نامنطق نماد هر ه بطوری دارد وجود �شود، م نامیده

توسط ١٩۵٧ سال در اول مرتبه منطق در بار اولین برای قضیه این دهد. نتیجه را ψ فرمول θ و θ

قضیه قویتر ل ش است. برقرار گزاره�ها منطق برای قضیه این ر دی نوع شد. اثبات کرِی ویلیام

نتیجه این است. شده اثبات ١٩۵٩ سال در لیندون راجِر توسط اول مرتبه منطق در کرِی درونیابی

�نامند. م لیندون - کرِی قضیه اوقات برخ در را کل

صفر) مرتبه (منطق ها گزاره منطق در کرِی درونیابی قضیه ١.١.١

�کنیم: م اثبات و بیان گزاره�ها منطق در را کرِی درونیابی قضیه ابتدا

|= φ→ θ و |= θ → ψ ه بطوری دارد وجود (درونیابی) θ ی آنگاه |= φ→ ψ اگر .١.١.١ قضیه

گزاره�ای متغیرهای از مجموعه�ای atoms(φ) از منظور .atoms(θ) ⊆ atoms(φ) ∩ atoms(ψ) و

�شود. م ظاهر φ در که است

φ در شده ظاهر گزاره�ای متغیرهای تعداد روی استقراء با را اثبات .|= φ → ψ کنید فرض برهان.

�دهیم. م نشان |atoms(φ)− atoms(ψ)| نماد با را این �کنیم. م شروع است، نشده ظاهر ψ در که

است. مناسب φ حالت، این در .|atoms(φ)−atoms(ψ)| = ۰ : �دهیم م قرار فرضاستقراء برای

که �دانیم م |atoms(φ)− atoms(ψ)| = ۰ که آنجا از زیرا

.atoms(φ) ⊆ atoms(φ) ∩ atoms(ψ)

است. حالت این در مناسب درونیابی ی φپس .|= φ→ φ و |= φ→ ψ داریم بعلاوه

است. برقرار |atoms(φ) − atoms(ψ)| = n که ψ و φ هر برای نتیجه که �کنیم م استقراء فرض

�باشد. م ثابت نمادهای و نمادهایمحمول و تابع نمادهای شامل که �شود م گفته هم پارامتر نامنطق نمادهای ١به



٨ درونیابی قضیه چند معرف .١ فصل

|atoms(φ)− atoms(ψ)| = n+۱ که ψ و φ هر برای نتیجه که �کنیم م اثبات استقراء م ح برای

نظر در .|atoms(φ) − atoms(ψ)| = n + ۱ که �کنیم م فرض م ح اثبات برای است. برقرار

.φ′
:= φ[⊤/p] ∨ φ[⊥/p] �کنیم: م تعریف .p /∈ atoms(ψ) ول p ∈ atoms(φ) یرید ب

معن به φ[⊥/p] مشابهاً و �شود م جانشین ⊤ ،p بجای φ در که است این φ[⊤/p] از منظور اینجا

که �دهیم م نشان �نشیند. م ⊥ ،p بجای که است این

(۱) |= φ
′ → ψ

اگر کنیم ثابت بایست .V (φ
′ → ψ) = T داریم: V ذاری ارزش هر برای ر دی عبارت به یا

�کنیم: م تعریف .V (ψ) = T آنگاه V (φ
′
) = T

V
′
= (V − {(p, V (p)} ∪ {(p, T )}

V
′′
= (V − {(p, V (p)} ∪ {(p, F )}

که �شود م نتیجه V (φ
′
) = T از پس ،|= φ → ψ و ،p /∈ atoms(ψ) و p ∈ atoms(φ) چون

نتیجه در .V ′′
(ψ) = T هم باز پس V ′′

(φ) = T همچنین و ،V ′
(ψ) = T داریم پس V ′

(φ) = T

�شود. م ثابت م ح و ،V (ψ) = T داریم: حالت هر در

(۲) |atoms(φ′
)− atoms(ψ)| = n

(۳) |= φ→ φ
′

آنگاه باشد، V (φ) = T اگر .V (φ→ φ
′
) = T که کنیم ثابت بایست

V (p) = T ⇒ V (φ[⊤/p]) = T ⇒ V (φ
′
) = T.

V (p) = F ⇒ V (φ[⊥/p]) = T ⇒ V (φ
′
) = T.

که: دارد وجود بطوری θ درونیابی فرمول استقراء، فرض و (٢) و (١) از

(۴) |= φ
′ → θ

(۵) |= θ → ψ

داریم: (۴) و (٣) از



٩ درونیابی قضیه چند معرف .١ فصل

(۶) |= φ→ θ

است. φ و ψ برای درونیابی ی θپس

دهید: قرار گزاره�ها، منطق در .٢.١.١ مثال

φ = ¬(P ∧Q) → (¬R ∧Q)

ψ = (T → P ) ∨ (T → ¬R)

�نویسیم: م عطف نرمال بصورت را ψ و φ فرمولهای �دهد. م نتیجه را ψ فرمول ،φ حال

φ = ¬(¬(P ∧Q) ∧ ¬(¬R ∧Q)) = (P ∧Q) ∨ (¬R ∧Q) = (P ∨ ¬R) ∧Q

ψ = ¬(T ∧ ¬P ) ∨ ¬(T ∧R) = (¬T ∨ P ) ∨ (¬T ∨ ¬R) = ¬T ∨ (P ∨ ¬R)

ψ فرمول ،(P ∨ ¬R) ر دی طرف از است. برقرار نیز (P ∨ ¬R) آنگاه باشد برقرار φ اگر بنابراین

پس شده�اند، ظاهر ψ و φ دوی هر در (P ∨ ¬R) گزاره�ای متغیرهای که آنجا از �دهد. م نتیجه را

است. φ→ ψ شرط ترکیب برای درونیابی ی (P ∨ ¬R)

محمولات) (منطق اول مرتبه منطق در کرِی درونیابی قضیه ٢.١.١

( کرِی (درونیابی .٣.١.١ قضیه

: که دارد وجود چنان θ جمله ی آنگاه .φ |= ψ که یرید ب نظر در جملات را ψ و φ

.φ |= θ و θ |= ψ (الف)

هر در همواره �شود، م ظاهر θ در که تساوی) استثنای (به ثابت یا تابع و ای رابطه نماد هر (ب)

�شود. م ظاهر ψ و φ دوی

�شود. م نامیده ψ و φ کرِی درونیابی θ جمله

در که �کنیم م اثبات نباشد. موجود ψ و φ برای θ مانند درونیابی فرمول هیچ که فرضکنید برهان.

بدون �سازیم. م φ ∧ ¬ψ از مدل ی اینکار برای نیست. برقرار φ |= ψ شرط ترکیب صورت این



١٠ درونیابی قضیه چند معرف .١ فصل

آنها دوی هر در یا و ψ در یا ،φ در یا که �کنیم م فرض نمادهایی تمام زبان را L کلیت، از کاستن

را L۰ و �کنیم م فرض ψ و φ در شده ظاهر نمادهای تمام زبان بترتیب را L۲ و L۱ �شود. م ظاهر

بنابراین �دهیم. م قرار ψ و φ دوی هر در شده ظاهر نمادهای تمام زبان

.L۱ ∩ L۲ = L۰ , L۱ ∪ L۲ = L

بدست جدید ثابت نمادهای از C شمارش�پذیر مجموعه ی کردن اضافه با را L از L′ توسیع

�دهیم م قرار و �آوریم م

.L′
۰ = L۰ ∪ C , L′

۱ = L۱ ∪ C , L′
۲ = L۲ ∪ C

جداکننده را L′
۰ از θ جمله �گیریم. م نظر در L′

۲ و L
′
۱ در بترتیب را U و T نظریه�های از جفت ی

اگر وتنها اگر �گویند م U و T

.T |= θ , U |= ¬θ

شروع، برای نکند. جدا را آنها L′
۰ از θ جمله چنین اگر وتنها اگر �گویند م جدانشدن را U و T

که: �بینیم م

هستند. جدانشدن {¬ψ} و {φ} (١)

θ(c۱, . . . , cn) در که باشند متغیرهایی u۱, . . . , un و کند جدا هم از را {¬ψ} و {φ} ،θ(c۱, . . . , cn) اگر

آنگاه نشده�اند، ظاهر

φ |= (∀u۱, . . . , un)θ(u۱, . . . , un),¬ψ |= ¬((∀u۱, . . . , un)θ(u۱, . . . , un))

، طرف از

¬ψ |= ¬((∀u۱, . . . , un)θ(u۱, . . . , un)) ⇔|= ¬ψ → ¬((∀u۱, . . . , un)θ(u۱, . . . , un))

و

¬ψ → ¬((∀u۱, . . . , un)θ(u۱, . . . , un)) ≡ ψ ∨ ¬((∀u۱, . . . , un)θ(u۱, . . . , un))

≡ (∀u۱, . . . , un)θ(u۱, . . . , un) → ψ

�گیریم م نتیجه پس



١١ درونیابی قضیه چند معرف .١ فصل

φ |= (∀u۱, . . . , un)θ(u۱, . . . , un) |= ψ

است. فرض خلاف این و است ψ و φ کرِی درونیابی ی (∀u۱, . . . , un)θ(u۱, . . . , un) که

دهید قرار حال،

φ۰, φ۱, φ۲, . . .

ψ۰, ψ۱, ψ۲, . . .

نظریه�های، از صعودی رشته دو �توان م باشند. L′
۲ و L

′
۱ جملات همه از شماری بترتیب

{φ} = T۰ ⊂ T۱ ⊂ T۲ ⊂ . . .

{¬ψ} = U۰ ⊂ U۱ ⊂ U۲ ⊂ . . .

که: ساخت طوری ،L′
۲ و L

′
۱ در بترتیب را

{¬ψ} و {φ} ،(۱) طبق (چون هستند. جدانشدن جملات از متناه مجموعه�های Um و Tm (٢)

هستند.) جدانشدن

�دهیم م قرار (یعن .φm ∈ Tm+۱ آنگاه باشند، جدانشدن Um و Tm ∪ {φm} اگر (٣)

.(Tm+۱ = Tm ∪ {φm}

�دهیم م قرار (یعن .ψm ∈ Um+۱ آنگاه باشند، جدانشدن Um ∪ {ψm} و Tm+۱ اگر

.(Um+۱ = Um ∪ {ψm}

و �شوند م ساخته بالا) در شده (ذکر واضح بصورت Um+۱ و Tm+۱ های نظریه Um و Tm برای

�شود. م نتیجه تعریف از Um+۱ و Tm+۱ بودن جدانشدن

.σ(c) ∈ Tm+۱ که c ∈ C دارد وجود آنگاه ،φm ∈ Tm و φm = (∃x)σ(x) اگر (۴)

.δ(d) ∈ Um+۱ که d ∈ C دارد وجود آنگاه ،ψm ∈ Um و ψm = (∃x)δ(x) اگر

آنگاه باشند. نشده ظاهر ψm و φm و Um و Tm در که �کنیم م انتخاب چنین را d و c ثابت�های

طبق نباشند، جدانشدن Um+۱ و Tm+۱ که کنیم فرض (اگر شد. خواهد حفظ جدانشدن خاصیت

که دارد وجود چنان θ
′ ∈ L′

۰ فرمول پس ،δ(d) ∈ Um+۱ و σ(c) ∈ Tm+۱ داریم: (۴)

Tm ∪ {σ(c)} |= θ
′
, Um ∪ {δ(d)} |= ¬θ′



١٢ درونیابی قضیه چند معرف .١ فصل

داریم: شوند. ظاهر θ′ در d و cاست ن مم که

Tm |= σ(c) → θ
′
(c, d) , Um |= δ(d) → ¬θ′

(c, d)

نوشت: �توان م

Tm |= ∀x(σ(x) → θ
′
) , Um |= ∀x(δ(x) → ¬θ′

)

که �گیریم م نتیجه محمولات) صوری حساب موضوعه اصول (طبق پس

Tm |= ∃xσ(x) → θ
′
, Um |= ∃x δ(x) → ¬θ′

و

Tm ∪ {∃xσ(x)} |= θ
′
, Um ∪ {∃x δ(x)} |= ¬θ′

جداشدن Um∪{ψm} و Tm∪{φm}پس ،ψm = (∃x)δ(x) و φm = (∃x)σ(x) داریم: (۴) طبق و

است). فرض خلاف که �باشند، م

دهید قرار

Tω =
∪
m<ω Tm , Uω =

∪
m<ω Um

از متناه مجموعه�های Um و Tm ،(٢) قسمت طبق (چون هستند. جدانشدن Uω و Tω آنگاه

هستند.) جدانشدن �باشند، م Umها و Tmها اجتماع که Uω و Tω پس هستند جدانشدن جملات

که: �دهیم م نشان ابتدا است. سازگار Tω ∪ Uω که دهیم م نشان حال

است. L′
۲ در ماکسیمال سازگار نظریه ی Uω و L′

۱ در ماکسیمال٢ سازگار نظریه ی Tω (۵)

مجزا Um از Tm ∪ {φm} که آنجا از .(¬φm) /∈ Tω و φm /∈ Tω کنید فرض این، دادن نشان برای

ه بطوری دارد وجود θ ∈ L′
۰ �باشد، م

ه بطوری نباشد موجود ای ϕ فرمول اگر وتنها اگر �شود م نامیده سازگار اول مرتبه منطق Φدر فرمول از مجموعه ٢ی

.Φ ⊢ ¬ϕ و Φ ⊢ ϕ

.¬ϕ ∈ Φ یا ϕ ∈ Φ باشیم داشته ϕ فرمول هر برای و بوده سازگار هرگاه �گویند م کامل را Φ نظریه

.ϕ ∈ Φ آنگاه باشد سازگار (Φ ∪ {ϕ}) اگر ، ϕ فرمول هر برای اگر تنها و اگر �شود م گفته ماکسیمال سازگار Φ

باشد. ماکسیمال سازگار اگر تنها و اگر است کامل Φ که گفت �توان م البته



١٣ درونیابی قضیه چند معرف .١ فصل

.Tω |= φm → θ , Uω |= ¬θ

ه بطوری دارد وجود θ′ ∈ L′
۰ استدلال، همین با

.Tω |= ¬φm → θ
′
, Uω |= ¬θ′

که �گیریم م نتیجه پس

Tω |= θ ∨ θ′
, Uω |= ¬(θ ∨ θ′

)

L′
۰ در ماکسیمال سازگار Tω که �دهد م نشان این �باشد. م Uω و Tω جداناپذیری با متناقض که

است. بالا مشابه نیز Uω بودن ماکسیمال سازگار اثبات است.

است. L′
۰ در ماکسیمال سازگار نظریه ی Tω ∩ Uω (۶)

یا و (¬α) ∈ Tω یا α ∈ Tω یا ،(۵) طبق �گیریم. م نظر در L′
۰ در جمله ی را α اثبات، برای

و (¬α) ∈ Uω و α ∈ Tω که باشیم داشته �توانیم نم جداناپذیری، طبق .(¬α) ∈ Uω یا α ∈ Uω

.Tω ∩ Uω |= ¬α یا Tω ∩ Uω |= α یا بنابراین برعکس.

استفاده با باشد. Tω از مدل ′Bی
۱ = (B

′
, b۰, b۱, . . .) دهید قرار بسازیم. مدل ی �توانیم م حال

ی نیز ،A۱ = {b۰, b۱, . . .} جهان با A′
۱ = (A۱, b۰, b۱, . . .) زیرمدل که �یابیم درم ،(۵) و (۴) از

دارد. A۲ = {d۰, d۱, . . .} جهان با A′
۲ = (A۲, d۰, d۱, . . .) مدل ی Uω مشابهاً، است. Tω از مدل

برای bn = dn �توانیم م پس، هستند. ریخت ی dn به bn تناظر با A′
۲ و A

′
۱ L-تحویل

′
۰ ،(۶) طبق

A دهید قرار داشت. خواهند (مشترک) L۰-تحویل ی A۲ و A۱ صورت این در که یریم، ب n هر

φ ∧ ¬ψ برای مدل A پس (¬ψ) ∈ Uω و φ ∈ Tω چون باشد. L۰-تحویل و L۱-تحویل مدل

�باشد. م φ |= ψ با متناقض این و است،

رابینسون مشترک سازگاری قضیه ٢.١

�باشد. م رابینسون مشترک سازگاری قضیه کرِی درونیابی قضیه کاربردهای از ر دی ی



١۴ درونیابی قضیه چند معرف .١ فصل

هر برای و است Lجملات از مجموعه ی Γ ه بطوری شود م گفته نظریه (Γ,L) تعریف١.٢.١.

.Γ |= φ هرگاه φ ∈ Γ ،L در φ جمله

ه زمانی است (Γ,L)جفت ی A از L-نظریه باشد، L-ساختار ی A اگر .٢.٢.١ تعریف

.Γ = {φ ∈ Sent(L) : A |= φ}

�باشد. م Lجملات مجموعه نشان�دهنده Sent(L) نماد که کنید توجه

و L از بوده توسیع ی L′ که بشرط است (Γ,L) از توسیع ی (Γ′
,L′

) نظریه .٣.٢.١ تعریف

گفته شرط بر علاوه که است (Γ,L) از کار محافظه توسیع ی (Γ′
,L′

) که �گوییم م .Γ ⊆ Γ
′

باشد. برقرار نیز Γ = Γ
′ ∩ Sent(L) شرط در شده،

رابینسون) مشترک سازگاری (قضیه .۴.٢.١ قضیه

�کنند: م صدق زیر شرایط در Γ۲ ،Γ۱ ،Γ۰ ،L۳ ،L۲ ،L۱ ،L۰ که کنید فرض

از توسیع L۳ و باشند، L۰ از توسیعهایی ،L۲ و L۱ باشند؛ اول مرتبه زبانهای L۳ ،L۲ ،L۱ ،L۰ (i)

�باشد؛ م L۲ و L۱ دوی هر

است؛ L۰ نماد ی L۲ و L۱ مشترک نامنطق نماد هر (ii)

�باشند؛ م L۲ ،L۱ ،L۰ در سازگار های نظریه بترتیب Γ۲ ،Γ۱ ،Γ۰ (iii)

هستند؛ Γ۰ از کار محافظه توسیعهای Γ۲ و Γ۱ (iv)

است. سازگار Γ۱ ∪ Γ۲ آنگاه

است: شده داده نشان زیر ل ش در شده بیان مفروضات



١۵ درونیابی قضیه چند معرف .١ فصل

متناه زیرمجموعه�های ، فشردگ قضیه طبق آنگاه، باشد. ناسازگار Γ۱ ∪ Γ۲ کنید فرض برهان.

که کرد فرض �توان م و ندارد؛ مدل ∆۱ ∪∆۲ ه بطوری دارند وجود Γ۲ و Γ۱ از بترتیب ∆۲ و ∆۱

داریم بنابراین .∆۱ ̸= ∅ ̸= ∆۲

|=
∧

∆۱ →
∨
{¬φ : φ ∈ ∆۲}

ه بطوری دارد وجود χ ∈ Sent(L۰) کرِی درونیابی قضیه و (ii) طبق اینرو از و

|=
∧

∆۱ → χ , |= χ→
∨
{¬φ : φ ∈ ∆۲}

که χ,¬χ ∈ Γ۰ ،(iv) طبق اما .¬χ ∈ Γ۲ که �شود م نتیجه |=
∧

∆۲ → ¬χ از و χ ∈ Γ۱ بنابراین

است. ((iii) (شرط Γ۰ سازگاری با متناقض

که است توجه قابل �شود. م نتیجه (iii) شرط از (iv) شرط باشد، کامل Γ۰ اگر که کنید توجه

کنید فرض حقیقت، در گرفت. نتیجه رابینسون قضیه از براحت را کرِی درونیابی قضیه �توان م

بترتیب که باشند نامنطق ثوابت با اول مرتبه زبانهای L۳ ،L۲ ،L۱ ،L۰ دهید قرار .|= φ → ψ که

دهید قرار �شوند. م ظاهر φ→ ψ (۴) ،ψ (٣) ،φ (٢) ،ψ و φ دوی هر (١) در

Γ = {θ ∈ Sent(L۰) : |= φ→ θ}

(>) ندارد. مدل Γ ∪ {¬ψ} که کنیم م ادعا حال

دهید قرار دارد. -ساختار) L۲) در A مدل ی Γ ∪ {¬ψ} که کنیم م فرض اثبات، برای

ی ∆ ∪ {¬ψ} و است، L۰ در کامل نظریه ی ∆ آنگاه .∆ = {θ ∈ Sent(L۰) : A |= θ}

از مدل ی رابینسون سازگاری قضیه باشد، داشته مدل ی ∆ ∪ φ اگر دارد. (A (مانند مدل

طبق پس ندارد، مدل ∆ ∪ φ بنابراین �باشد. م φ → ψ با متناقض که داد خواهد ∆ ∪ {φ,¬ψ}

غیر که است، برقرار A در χi ∈ ∆ و m ∈ ω بعض برای |= φ →
∨
i<m ¬χi ، فشردگ قضیه

بدست و ،χi ∈ Sent(L۰) که �گیریم م نتیجه ∆ تعریف طبق پس ،χi ∈ ∆ (چون است. ن ∨مم
i<m ¬χi ∈ Γ که گرفت نتیجه Γ تعریف طبق �توان م پس ،|= φ →

∨
i<m ¬χi که بودیم آورده

(>) پس است.) تناقض که A |=
∧
i<m χi و A |= χi پس χi ∈ ∆ چون ،A |=

∨
i<m ¬χi و
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از است. برقرار χi ∈ Γ و n ∈ ω بعض برای |=
∧
i<n χi → ψ ، فشردگ قضیه طبق است. برقرار

�آید. م بدست نتیجه پس ،|= φ→
∧
i<n χi چون ر دی طرف

بِث تعریف�پذیری قضیه ٣.١

نمادهای را P ′ و P است. تعریف�پذیری نظریه در کرِی درونیابی قضیه کاربردهای از ر دی ی

جملات از مجموعه�ای را Γ(P ) یرید. ب نظر در نیستند، L زبان در که موضع - n جدید محمول

که یرید ب L ∪ {P ′} زبان جملات از مجموعه�ای را Γ(P ′
) و نیست P ′ شامل که L ∪ {P} زبان

است. گرفته قرار P بجای P ′

اگر تنها و اگر �کند م تعریف تلویحاً را P ،Γ(P ) گوییم .١.٣.١ تعریف

Γ(P ) ∪ Γ(P
′
) |= (∀x۱, . . . , xn)[P (x۱, . . . , xn) ↔ P

′
(x۱, . . . , xn)]

.R = R
′ آنگاه باشند Γ(P ) مدلهای (A, R′

) و (A, R) اگر معادلا،

φ(x۱, . . . , xn) فرمول ی اگر تنها و اگر �کند م تعریف صریحاً را P ،Γ(P ) گوییم تعریف٢.٣.١.

ه بطوری باشد موجود L از

Γ(P ) |= (∀x۱, . . . , xn)[P (x۱, . . . , xn) ↔ φ(x۱, . . . , xn)]

و صریح تعریف�پذیری مفاهیم که �کند م بیان را اساس حقیقت این بِث تعریف�پذیری قضیه

ثابت را P تایی ی توان م که است این معادل P تلویح تعریف�پذیری منطبق�اند. برهم تلویح

آنگاه شود مشخص تا ی بتواند محمول اگر که �کند م بیان بِث تعریف�پذیری قضیه بنابراین، کرد.

را P ،Γ(P ) دهیم نشان اینکه برای تعریفشود. نیست، P شامل که فرمول با صریح بطور �تواند م

L-تحویل مدل ی A که کنیم، پیدا را (A, R′
) و (A, R) مدل دو کافیست �کند، نم تعریف صریحاً

�باشد. م موسوم پادوآ روش به شده شناخته کلاسی مفید روش این .R ̸= R
′ ه بطوری �باشد م

�کنیم: م ثابت �باشد، م بِث تعریف�پذیری قضیه همان که را پادوآ روش عکس ما حال
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بِث) تعریف�پذیری (قضیه .٣.٣.١ قضیه

کند. تعریف صریحاً را P اگر تنها و اگر �کند م تعریف تلویحاً را P ،Γ(P )

اضافه L به را c۱, . . . , cn جدید ثابتهای �کند. م تعریف تلویحاً را P ،Γ(P ) که فرضکنید برهان.

آنگاه �کنیم. م

.Γ(P ) ∪ Γ(P
′
) |= P (c۱, . . . , cn) → P

′
(c۱, . . . , cn)

ه بطوری دارند وجود ∆′ ⊂ Γ(P
′
) و ∆ ⊂ Γ(P ) متناه زیرمجموعه�های ، فشردگ قضیه طبق

.∆ ∪∆
′ |= P (c۱, . . . , cn) → P

′
(c۱, . . . , cn)

.σ(P ′
) ∈ ∆

′ یا σ(P ) ∈ ∆ یا ه بطوری باشد σ(P ) ∈ Γ(P ) همه عطف ترکیب ψ(P ) دهید قرار

آنگاه

ψ(P ) ∧ ψ(P ′
) |= P (c۱, . . . , cn) → P

′
(c۱, . . . , cn)

داریم: ر، دی طرف در P ′ نمادهای تمام و طرف ی در P نمادهای تمام دوباره، چینش با

ψ(P ) ∧ P (c۱, . . . , cn) |= ψ(P
′
) → P

′
(c۱, . . . , cn)

دارد وجود چنان L ∪ {c۱, . . . , cn} در θ(c۱, . . . , cn) جمله ی کرِی درونیابی قضیه طبق حال،

که

ψ(P ) ∧ P (c۱, . . . , cn) |= θ(c۱, . . . , cn) (١.١)

و

.θ(c۱, . . . , cn) |= ψ(P
′
) → P

′
(c۱, . . . , cn) (٢.١)

برای مدل ی همواره کنیم تعبیر R′ را P ه زمانی L∪ {P ′
, c۱, . . . , cn} برای (A, R′

) مدل هر اما

�دهد م نتیجه (٢.١) بنابراین است. L ∪ {P, c۱ . . . cn}

.θ(c۱, . . . , cn) |= ψ(P ) → P (c۱, . . . , cn) (٣.١)
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�آید م بدست (٣.١) و (١.١) از حال

.ψ(P ) |= P (c۱, . . . , cn) ↔ θ(c۱, . . . , cn) (۴.١)

داریم است)، شده ساخته Γ(P ) از (که �شود نم ظاهر ψ(P ) در c۱, . . . , cn که آنجا از

ψ(P ) |= ∀x۱, . . . , xn[P (x۱, . . . , xn) ↔ θ(x۱, . . . , xn)]

بنابراین �شود. نم ظاهر θ(c۱, . . . , cn) در که هستند متغیرهایی x۱, . . . , xn که

.Γ(P ) |= ∀x۱, . . . , xn[P (x۱, . . . , xn) ↔ θ(x۱, . . . , xn)]

لیندون درونیابی قضیه ۴.١

است لازم قضیه، این بیان برای �باشد. م کرِی درونیابی قضیه شده قویتر لیندون درونیابی قضیه

بدانیم. را فرمول ی در نماد ی شدن ظاهر ( (منف مثبت مفهوم که

و ،¬ ،∨ ،∧ ترکیب ادات از استفاده با فقط که �گیریم م نظر در را فرمولهایی بحث، ادامه در

�باشیم. ↔نم →و ترکیبی ادات از استفاده به مجاز ول �شوند. م ساخته ∃ و ∀ سورهای

استفاده با نقیضاتم و اتم فرمولهای از که �گوییم م (nnf) منف نرمال فرمول به تعریف١.۴.١.

باشد. شده ساخته ∀ و ∃ و ∨ و ∧ از

است. nnf فرمول ψ ی با معادل φ اول مرتبه فرمول هر .٢.۴.١ گزاره

استفاده بار چندین با را آن nnf فرمول باشد. دلخواه اول مرتبه فرمول ی φ دهید قرار برهان.

راست): به چپ (از �کنیم م محاسبه زیر هم�ارزیهای از کردن

φ→ ψ ≡ ¬φ ∨ ψ

¬¬φ ≡ φ

¬(φ ∧ ψ) ≡ ¬φ ∨ ¬ψ
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¬(φ ∨ ψ) ≡ ¬φ ∧ ¬ψ

¬∀xφ ≡ ∃x¬φ

¬∃xφ ≡ ∀x¬φ

بدست زیر بصورت را ∀x(∀yP (x, y) ∨Q(x)) → ∃zP (x, z) عبارت nnf فرمول .٣.۴.١ مثال

�آوریم: م

∀x(∀yP (x, y) ∨Q(x)) → ∃zP (x, z) ≡

¬(∀x(∀yP (x, y) ∨Q(x))) ∨ ∃zP (x, z) ≡

∃x(∃y¬P (x, y) ∧ ¬Q(x)) ∨ ∃zP (x, z).

تعریف را Rel−(φ) و Rel+(φ) مجموعه�های فرمولها، پیچیدگ روی استقراء با .۴.۴.١ تعریف

�کنیم: م

Rel+(R) = {R};Rel−(R) = ∅ ( اتم R هر (برای

Rel−(x = y) = Rel+(x = y) = ∅.

Rel+(φ ∧ ψ) = Rel+(φ) ∪Rel+(ψ);Rel−(φ ∧ ψ) = Rel−(φ) ∪Rel−(ψ).

Rel+(φ ∨ ψ) = Rel+(φ) ∪Rel+(ψ);Rel−(φ ∨ ψ) = Rel−(φ) ∪Rel−(ψ).

Rel+(∃xφ(x)) = Rel+(φ(x));Rel−(∃xφ(x)) = Rel−(φ(x)).

Rel+(∀xφ(x)) = Rel+(φ(x));Rel−(∀xφ(x)) = Rel−(φ(x)).

Rel+(¬φ) = Rel−(φ);Rel−(¬φ) = Rel+(φ).

�شود م ظاهر منف و ،R ∈ Rel+(φ) هرگاه �شود م ظاهر مثبت φ در R رابطه ی تعریف١.۵.۴.

.R ∈ Rel−(φ) هرگاه

شامل که است این کنیم، استفاده ↔ و → ترکیبی ادات از �خواهیم نم اینکه دلیل .۶.۴.١ تذکر

جمله کوته�نوشت P (c) → Q(c) جمله مثال، برای �باشند. م «پنهان» منف نمادهای
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نظر به مثبت اول جمله در ه حالی در �شود م ظاهر منف P بنابراین �باشد، م ¬(P (c) ∧ ¬Q(c))

�شود. م ظاهر آن در منف و مثبت صورت دو به cثابت و �آید، م

(توسیع باشد L′ جملات شمارش�پذیر مجموعه�های از مجموعه�ای S دهید قرار .٧.۴.١ تعریف

�آوریم). م بدست جدید ثابت نمادهای از C شمارش�پذیر مجموعه ی کردن اضافه با را L از L′

φ) باشد برقرار زیر شرایط همه ،s ∈ S هر برای اگر تنها و اگر دارد سازگاری خاصیت S �گوییم م

است): L′ در فرمول

.¬φ /∈ s یا φ /∈ s یا (C۱)

.s ∪ {¬φ} ∈ S آنگاه (¬φ) ∈ s اگر (C۲)

.s ∪ {φ} ∈ S ،φ ∈ Φ هر برای آنگاه (
∧

Φ) ∈ s اگر (C۳)

.s ∪ {φ(c)} ∈ S ،c ∈ C هر برای آنگاه ،(∀xφ(x)) ∈ s اگر (C۴)

.s ∪ {φ} ∈ S ،φ ∈ Φ بعض برای آنگاه (
∨

Φ) ∈ s اگر (C۵)

.s ∪ {φ(c)} ∈ S ،c ∈ C هر برای آنگاه ،(∃xφ(x)) ∈ s اگر (C۶)

.c, d ∈ C و باشد ترم ی t دهید قرار (C۷)

.s ∪ {d = c} ∈ S آنگاه ،(c = d) ∈ s اگر

.s ∪ {φ(c)} ∈ S آنگاه ،φ(t) ∈ s ،c = t اگر

.s ∪ {e = t} ∈ S ،e = c بعض برای

�پردازیم: م لیندون قضیه اثبات و بیان به حال

لیندون) درونیابی (قضیه .٨.۴.١ قضیه

ه بطوری دارد وجود L′ از θ جمله ی آنگاه .φ |= ψ که یرید ب نظر در L′ در جملات را ψ و φ

.φ |= θ و θ |= ψ (i)

نیز ψ و φ دوی هر در �شود، م ظاهر ( (منف مثبت بصورت θ در که رابطه�ای نماد هر (ii)

و Rel+(θ) ⊆ Rel+(φ) ∩Rel+(ψ) ، (یعن �شود. م ظاهر ( (منف مثبت بصورت

.(Rel−(θ) ⊆ Rel−(φ) ∩Rel−(ψ)
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که کنیم پیدا ثابت نمادهای برای θ درونیابی ی �توانیم نم ما �دهد م نشان که ساده مثال ی

از است عبارت کند، صدق (ii) شرط در

.(∃x)(x = c ∧ ¬R(x)) |= ¬R(c)

ظاهر درونیابی هر در باید اما است، منف راست طرف در و مثبت چپ طرف در c که کنید توجه

شود.

ه بطوری �دهیم م قرار L′ از θ جملات همه از مجموعه�ای را Xσ ،L′ از σ جمله هر برای برهان.

( (منف مثبت بصورت θ در که رابطه�ای نماد هر و شود، ظاهر θ در c ∈ C متناه تعداد حداکثر

جملات همه از مجموعه�ای را Xφ و �شود؛ م ظاهر ( (منف مثبت بصورت نیز σ در �شود م ظاهر

در �شود م ظاهر ( (منف مثبت بصورت φ′ در که رابطه�ای نماد هر ه بطوری �دهیم م قرار L′ از φ′

شود. ظاهر φ′ در c ∈ C متناه تعداد حداکثر همواره و �شود ظاهر ( (منف مثبت بصورت نیز φ

�کنیم. م تعریف مشابهاً را X¬ψ و X¬φ و Xψ

بصورت �تواند م که باشد s ⊂ Xφ ∪ X¬ψ متناه مجموعه�های همه از مجموعه�ای S دهید قرار

ه بطوری شود نوشته s = s۱ ∪ s۲ اجتماع

.s۲ ⊂ X¬ψ و s۱ ⊂ Xφ (۱)

θ۱ ∧ θ۲ آنگاه ،|=
∧
s۲ → θ۲ و |=

∧
s۱ → θ۱ و ،θ۲ ∈ X¬φ ∩X¬ψ و θ۱ ∈ Xφ ∩Xψ اگر (۲)

است. سازگار

(C۱) که �کنیم م فرض و s = s۱ ∪ s۲ = S �دهیم م قرار دارد. سازگاری خاصیت S �کنیم م ادعا

θ۱ = σ داریم: آنگاه ،(¬σ) ∈ s۲ و σ ∈ s۱ اگر باشد. S به متعلق ¬σ و σ دوی هر و نباشد، برقرار

(¬c = c) برابر θ۱ ه زمانی (۲) آنگاه باشد، (¬σ) ∈ s۱ اگر نیست. برقرار پسشرط(۲) θ۲ = ¬σ و

است. برقرار (C۱) بنابراین، �رسد. م تناقض به باشد، (c = c) برابر θ۲ و

،(c = t) و ،c ∈ C و باشد ترم ی t و s = s۱ ∪ s۲ = S که کنید فرض ،(C۷) اثبات برای

.σ(t) ∈ s۱ و (c = t) که �کنیم م فرض ابتدا .s ∪ {σ(c)} ∈ S که دهیم نشان بایست .σ(t) ∈ s

�دهیم: م قرار .s ∪ {σ(c)} ∈ S که �شود م نتیجه اینرو، از .σ(c) ∈ Xφ و |=
∧
s۱ → σ(c) آنگاه

آنگاه .c = t ∈ s۲ و σ(t) ∈ s۱ که �کنیم م فرض حال .s′۲ = s۲ ،s′۱ = s۱ ∪ {σ(c)}
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.|=
∧
s۱ → (c = t→ σ(c)) , σ(c) ∈ Xφ

و θ۲ ∈ X¬φ ∩X¬ψ و θ۱ ∈ Xφ ∩Xψ کنید فرض و ،s′۲ = s۲ و s′۱ = s۱ ∪ {σ(c)} دهید قرار

.|=
∧
s
′
۱ → θ۱ , |=

∧
s
′
۲ → θ۲

آنگاه

.|=
∧
s۱ → (c = t→ θ۱) , |=

∧
s۲ → (c = t ∧ θ۲)

اینرو، از

(c = t→ θ۱) ∧ (c = t ∧ θ۲)

اگر که دارد حقیقت این به بستگ (C۲)− (C۶)اثبات است. سازگار θ۱ ∧ θ۲ پس است، سازگار

مثبت بصورت نمادها همواره آنگاه ،σ ∈ Σ اگر و شود ظاهر ( (منف مثبت σ در رابطه�ای نماد ی

�شود. م ظاهر ∃xσ و
∨

Σ ،∀xσ ،
∧
Σ ،nnf(¬σ) در ( (منف

جملات اینرو از .{φ,¬ψ} /∈ S بنابراین، دارد، مدل ی s ∈ S هر مدل، وجود قضیه طبق

ه بطوری دارد وجود X¬φ ∩X¬ψ در θ۲(c۱, · · · , cn) و Xφ ∩Xψ در θ۱(c۱, · · · , cn)

.|= φ→ θ۱ , |= ¬ψ → θ۲ , |= ¬(θ۱ ∧ θ۲)

جمله پس

θ = ∀x۱, · · · , xnθ(x۱, · · · , xn)

�باشد. م (i)− (ii)خواص دارای L′ از

اثبات نباشد، ثوابت و تابع نمادهای شامل L زبان ه زمانی را لیندون درونیابی قضیه حال،

�کنیم: م

تساوی) بدون لیندون درونیابی (قضیه .٩.۴.١ قضیه

تساوی نماد که یرید ب L′ از جملات را ψ و φ نباشد. ثوابت و تابع نمادهای شامل L کنید فرض

L′ از θ جمله آنگاه نباشد؛ برقرار دام هیچ |= ψ و |= ¬φ و φ؛ |= ψ و است، نشده ظاهر آن در

�کند. م صدق قبل قضیه (i)− (ii) شرایط در و است نشده ظاهر آن در تساوی نماد که دارد وجود



٢٣ درونیابی قضیه چند معرف .١ فصل

جملات همه از مجموعه�ای Y �کنیم م تعریف �باشد. م قبل قضیه نمادهای همان نمادها برهان.

متناه مجموعه�های همه از مجموعه�ای را S است. نشده ظاهر آن در تساوی نماد که باشد θ ∈ Xσ

و (۱) شرایط در که نوشت s = s۱ ∪ s۲ بصورت �توان م که �گیریم م نظر در s ⊂ Yφ ∪ Y¬ψ

سازگاری خواص در S) سازگارند. دو هر s۲ و s۱ و �نشیند م X بجای Y و �کند م صدق (۲)

طبق نیست. تساوی نماد شامل S عضو هیچ بعلاوه، است). برقرار قبل طبق (C۱) − (C۶)

پس، ندارد، مدل {φ,¬ψ} که، آنجا از بنابراین، است. مدل دارای s ∈ S هر مدل، وجود قضیه

بدون L′ از θ جمله پس است. سازگار (¬ψ) سازگاری، فرضیه طبق این، بر علاوه .{φ,¬ψ} /∈ S

�کند. م صدق (i)− (ii)خواص در که دارد وجود تساوی

چندگونه درونیابی قضیه ۵.١

اردینالها، برای را یونان الفبای �خوریم: برم عبارتهایی چنین به گاه رسم غیر ریاضیات در

چند وسیله بدین واقع، در �بریم. م ار ب و... اعداد، از مجموعه�هایی برای را لاتین بزرگ حروف

دارد. خود به مخصوص جهان گونه هر که �پذیریم م را متغیر گونه

�شود. م نامیده گونه ی آن عضو هر که داریم اختیار در I ناته مجموعه ی کنیم فرض

مجزای مجموعه�های به که �باشد م Aی مجموعه ی I گونه�های با A چندگونه ساختار ی جهان

است: شده افراز {Ai : i ∈ I}

.A =
∪̇
i∈IAi

درست گونه با را شیئ آنها از ی هر به که پارامترهاست مجموعه روی تابع A چندگونه ساختار

�دهد: م نسبت

�کند: م مشخص را زیر رابطه A ،⟨i۱, . . . , in⟩ گونه از R محمول نماد هر برای (۱)

.RA ⊆ Ai۱ × . . .× Ain

�کند: م مشخص را زیر تابع A ،⟨i۱, . . . , in, in+۱⟩ گونه از f تابع نماد هر برای (۲)



٢۴ درونیابی قضیه چند معرف .١ فصل

.fA : Ai۱ × . . .× Ain → Ain+۱

�کند. م معین را Ai در cA نقطه ی A ،⟨i⟩ گونه از cثابت نماد هر برای (۳)

تک�گونه منطق ی به تحویل ١.۵.١

انجام آنها کم به که اساس کار هر اما آورند. فراهم تسهیلات �توانند م گاه چندگونه زبانهای

داد. انجام �توان م نیز آنها بدون دهیم،

را چندگونه زبان به مربوط تابع و ثابت، و محمول نمادهای تمام با همراه تک�گونه، زبان ی

i ∈ I هر ازای به ،Ui موضع تک محمول نماد ی دارای زبان این آن، بر علاوه �گیریم. م نظر در

φ∗ تک�گونه فرمول ی به را φ چندگونه فرمول هر که دارد وجود نحوی ترجمه ی بود. خواهد

مربوط vi۱, vi۲, . . . متغیرهای ،⟨i⟩ مانند گونه هر ازای به سورهاست. در تغییر تنها �سازد. م منتقل

ما �باشند؛ م ⟨i⟩ گونه به

∀ivinψ(vin)

به را

∀v(Uiv → ψ(v))

انتخاب ر دی متغیرهای تعارضبا ایجاد از جلوگیری برای که است متغیری v آن در که �کنیم م تبدیل

�شوند. م نسبی�سازی Ui به ⟨i⟩ گونه به مربوط سورهای بنابراین �شود. م

زبان در A∗ ساختار ی به را A چندگونه ساختار �توانیم م �گردیم؛ برم معناشناس به حال

.
∪
i∈I Ai یعن ،A به مربوط جهانهای همه اجتماع از است عبارت A∗ جهان برگردانیم. بالا تک�گونه

برای دارد. توافق A با A∗ ثابت، و محمول نمادهای مورد در �شود. م معین Ai مجموعه توسط Ui
مشخص را fA∗ کامل بطور این (البته است. fA از دلخواه توسیع fA∗ تابع ،f مانند تابع نماد

آمده، بدست شده داده شرح روش این با که ساختار هر برای ،A∗ برای آمده بدست نتیجه �کند. نم

است.) برقرار

برخ بنابراین کرد. تبدیل چندگونه ساختار ی به �توان نم همیشه را تک�گونه ساختار ی

باشد: زیر تک�گونه جملات شامل مجموعه�ای Φ دهید قرار �کنیم. م منظور را شرایط



٢۵ درونیابی قضیه چند معرف .١ فصل

.∃vUiv ،i ∈ I هر ازای به (۱)

،⟨i۱, . . . , in, in+۱⟩ گونه از f تابع نماد هر ازای به (۲)

.∀v۱ . . . vn(Ui۱v۱ → . . .→ Uinvn → Uin+۱fv۱ . . . vn)

،⟨i⟩ گونه از c ثابت نماد هر ازای به بالا، فرمول حالت، این در �گیریم: م نظر در را n = ۰ حالا

�آید. م در Uicبصورت

B♯ چندگونه مدل ی به Φ از B تک�گونه مدل ی پس است. Φ برای مدل A∗ که کنید توجه

�گیرد: م انجام زیر بصورت تبدیل این �شود. م تبدیل

♯B؛
i = UB

i (۱)

�باشد؛ م ⟨i۱, . . . , in⟩ گونه از محمول نماد ی R که ،RB♯
= RB ∩ (UB

i۱
× . . .× UB

in) (۲)

♯cB؛
= cB (۳)

f آن در که است UB
i۱
× . . .×UB

in به fB تحدید ،fB♯
= fB ∩ (UB

i۱
× . . .×UB

in ×UB
in+۱

) (۴)

است. ⟨i۱, . . . , in, in+۱⟩ گونه از تابع نماد ی

تساوی نماد و ثوابت، و تابع نمادهای بدون ،L چندگونه زبان ی در فرمول φ دهید قرار

صورت را nnf(φ) است. ⟨i⟩ گونه از متغیر ی xi که �کنیم، م بیان زیر بصورت را تعاریف باشد.

تعریف i ∈ I از مجموعه�ای ترتیب به را Ex(φ) و Un(φ) �گیریم. م نظر در φ منف نرمال

Sort(φ) شود. ظاهر nnf(φ) در وجودی و عموم بصورت ⟨i⟩ گونه متغیر ی ه بطوری �کنیم م

�دهد. م نشان را φ در شده ظاهر گونه�های متغیرهای از مجموعه�ای

�کنیم: م تعریف زیر شرایط با را ،Ex(φ) و Un(φ) .١.۵.١ تعریف

Un(R) = Ex(R) = ∅. ( اتم R هر (برای

Un(φ ∧ ψ) = Un(φ) ∪ Un(ψ);Ex(φ ∧ ψ) = Ex(φ) ∪ Ex(ψ).

Un(φ ∨ ψ) = Un(φ) ∪ Un(ψ);Ex(φ ∨ ψ) = Ex(φ) ∪ Ex(ψ).

Un(∃xiφ(xi)) = Un(φ(xi));Ex(∃xiφ(xi)) = Ex(φ(xi)) ∪ {i}.

Un(∀xiφ(xi)) = Un(φ(xi)) ∪ {i};Ex(∀xiφ(xi)) = Ex(φ(xi)).

Un(¬φ) = Ex(φ);Ex(¬φ) = Un(φ).



٢۶ درونیابی قضیه چند معرف .١ فصل

است: زیر صورت به چندگونه درونیابی قضیه

چندگونه) (درونیابی .٢.۵.١ قضیه

باشد، معتبر شرط ترکیب ی φ |= ψ اگر باشند. چندگونه رابطه�ای فرمولهای ψ و φ کنید فرض

نیز و ،φ |= θ و θ |= ψ ه بطوری دارد وجود θ چندگونه درونیابی ی آنگاه

(i) Rel+(θ) ⊆ Rel+(φ) ∩Rel+(ψ),

Rel−(θ) ⊆ Rel−(φ) ∩Rel−(ψ);

(ii) Sort(θ) ⊆ Sort(φ) ∩ Sort(ψ);

(iii) Un(θ) ⊆ Un(φ) ∩ Un(ψ),

Ex(θ) ⊆ Ex(φ) ∩ Ex(ψ).

داد. خواهیم نشان بعداً که �باشد، م پایان�نامه این اصل قضیه از کاربردی قضیه، این



٢ فصل

جدید درونیابی قضیه

٢٧



٢٨ جدید درونیابی قضیه .٢ فصل

اصطلاحات و تعاریف ١.٢

آن در که τ متناه زبان با کل بطور را تساوی بدون یا تساوی با اول مرتبه منطق .١.١.٢ تعریف

�دهیم. م نشان هستند، اول مرتبه اتم فرمولهای ⊥ و ⊤ بول ثوابت

نگاشت بواسطه فرمول، در شده ظاهر محمولات قطبی�سازی برای Occ = τ ×{+,−} مجموعه از

،occ : φ 7−→ occ(φ) ⊆ Occ

R اگر (R,−) ∈ occ(φ) و شود ظاهر مثبت φ در R اگر (R,+) ∈ occ(φ) که �کنیم، م استفاده

ببینید.) را (۵.۴.١) و (۴.۴.١) (تعریف شود. ظاهر منف φ در

را زیر فرمول باشند. مجزا متغیرهای z و y و x دهید قرار .٢.١.٢ تعریف

φ := ∃x(ψ(y, z) ∧ ∀y(θ(y, x) ∨ η(y, z)))

ی با فقط که z و y شده ظاهر متغیرهای یرید. ب نظر در هستند، سور بدون η و θ و ψ آن در که

چنین به هستند. سور بدون تعریف حوزه در ، یعن نشده�اند، سورگذاری مشخصشده�اند، زیرین خط

رخدادهای شده�اند، مشخص زیرین خط دو با که y و x متغیرهای �شود. م گفته آزاد رخدادهایی

بسته رخداد دارای هم و آزاد رخداد دارای هم φ در y (بنابراین �شوند. م نامیده (وابسته) بسته

�باشد.) م

مجموعه این و �کنیم م تعریف را φ فرمول در آزاد متغیرهای مجموعه فرمولها، روی استقراء با

�دهیم: م نشان free(φ) با را

�کنیم: م تعریف زیر بصورت استقراء با را free(φ) .٣.١.٢ تعریف

free(φ) = φ در شده ظاهر متغیرهای مجموعه ( اتم φ (برای

free(¬φ) := free(φ);

free((φ ∗ ψ)) := free(φ) ∪ free(ψ) (∗ = ∧,∨,→,↔);

free(∀xφ) := free(φ)− {x};

free(∃xφ) := free(φ)− {x}.



٢٩ جدید درونیابی قضیه .٢ فصل

داریم: باشند. مجزا متغیرهای z و y و x دهید قرار .۴.١.٢ مثال

free((x = y → ∀y (¬y = z))) = free(x = y) ∪ free(∀y (¬y = z))

= {x, y} ∪ (free(¬y = z)− {y})

= {x, y} ∪ ({y, z} − {y}) = {x, y, z}.

�کنیم. م فرض B و A جهان�های با τ-ساختارهایی ترتیب به را ،B و A

ی A دهید قرار �گیریم. م نظر در τ۰ ⊆ τ شرط با را τ۰ و τ اول مرتبه زبانهای .۵.١.٢ قضیه

زیرساختار ی از دامنه�ای RA دهید قرار باشد. τ در موضع تک رابطه�ای نماد ی R و τ-ساختار

φR(x̄) فرمول ی τ۰ در φ(x̄) فرمول هر برای آنگاه �نامیم. م AR را زیرساختار این که باشد، A|τ۰
�کند: م صدق زیر شرط در ه بطوری دارد وجود τ در

باشد، AR عناصر از دنباله�ای ā و باشد، شده تعریف AR ه بطوری باشد τ-ساختار ی A اگر

آنگاه

.AR |= φ(ā) ⇔ A |= φR(ā)

�کنیم: م تعریف φ فرمول پیچیدگ روی استقراء با را φR برهان.

φR := φ باشد: اتم φ وقت

(
∧
i∈l φ)

R :=
∧
i∈l(φ

R) , (
∨
i∈l φ)

R :=
∨
i∈l(φ

R)

(¬φ)R := ¬(φR)

(∀y φ(x̄, y))R := ∀y(Ry → φR(x̄, y))

(∃y φ(x̄, y))R := ∃y(Ry ∧ φR(x̄, y))

اول مرتبه نیز φR آنگاه باشد اول مرتبه از φ اگر �گوییم. م φ فرمول R-نسبی�شده را φR فرمول

است.

باشد. τ در ،U شده معین �موضع تک محمولات از چندتایی ی U دهید قرار .۶.١.٢ تعریف

نسبی�سازی U ∈ U ی به صریحاً φ در سور هر اگر است، U-نسبی�شده ،φ فرمول که �گوییم م

باشد. ∀x(Ux→ . . .) یا ∃x(Ux ∧ . . بصورت(. U در U ی برای ، یعن شود،



٣٠ جدید درونیابی قضیه .٢ فصل

واقع در است. شده نسبی�سازی
∪
U∈U U اول مرتبه فرمول با متناظر دقیقاً U-نسبی�شده فرمول

حفظ را شده ظاهر محمولات قطبی�سازی که منطق هم�ارزی�های از محدود ل ش ی تا حت

است. درست �کند، م

شامل آن دامنه آنگاه یریم، ب نظر در تک�گونه ساختار ی بعنوان را برداری فضای اگر .٧.١.٢ مثال

بایست اول مربوطه، زبان در برداری فضای موضوعه اصول بیان هنگام است. بردارها و الرها اس

�دهیم. نمایش بردارها مجموعه به را گروه موضوعه اصول و الرها اس به را میدان موضوعه اصول

مجموعه برای F رابطه�ای نماد توسط �تواند م که �باشد م میدان موضوعه اصل ی ∀x (x ·۱ = x)

�شود. م نوشته ∀x(Fx → x · ۱ = x) فرمول بصورت موضوعه اصل و شود استفاده الرها اس

به �شود م تبدیل نسبی�شده، F به ه زمانی ،φ := ∀x(x = ۰ ∨ x = ۱) مشابهاً

.φF := ∀x(Fx→ (x = ۰ ∨ x = ۱))

�کنند. م صدق φ در میدان الرهای اس که �کند م بیان φF برداری، فضای ی در

کنیم. استفاده لیندون روش از درونیابی قضیه اثبات برای �خواهیم م ما

درونیابی ی آنگاه .φ |= ψ ه بطوری باشد U-نسبی�شده فرمول ψ و φ دهید قرار .٨.١.٢ قضیه

دارد وجود χ U-نسبی�شده فرمول ی ، یعن دارد، وجود ،φ |= ψ برای χ U-نسبی�شده لیندون

ه: بطوری

(i) free(χ) ⊆ free(φ) ∩ free(ψ).

(ii) occ(χ) ⊆ occ(φ) ∩ occ(ψ).

(iii) φ |= χ و χ |= ψ.

بدون اول منطق برای ری دی و تساوی با اول مرتبه منطق برای ی دارد، تعبیر دو فوق قضیه

، جزئ نسبی�سازی ی توسط �توان م را تساوی) بدون یا تساوی (با لیندون درونیابی قضیه تساوی.

کرد. قویتر

لیندون) درونیابی ) .٩.١.٢ قضیه



٣١ جدید درونیابی قضیه .٢ فصل

برای χ لیندون درونیابی ی اینصورت در .φ |= ψ داریم ψ و φ فرمولهای برای کنید فرض

ه: بطوری دارد وجود φ |= ψ

(i) free(χ) ⊆ free(φ) ∩ free(ψ).

(ii) occ(χ) ⊆ occ(φ) ∩ occ(ψ).

(iii) φ |= χ و χ |= ψ.

قرار جدید، موضع تک U ی برای اگر گرفت، نتیجه (٨.١.٢) قضیه از �توان م را قضیه این

قضیه، این با �گیریم. م نظر در ψ̂ و φ̂ را، U به ψ و φنسبی�سازی و U = {U} ،τ̂ = τ ∪̇ {U} �دهیم

کوته�نوشت
∧
Ux اینجا دارد. وجود

∧
Ux ∧ φ̂ |= ψ̂ برای χ̂ U-نسبی�شده لیندون درونیاب ی

ی χ �باشد. م ψ یا φ در آزاد متغیرهای همه شامل x = (x۱, . . . , xn) که است
∧n
i=۰ Uxi نماد

⊤ با χ̂ در Uy بصورت اتم هر کردن زین جای با که است φ |= ψ برای موردنظر لیندون درونیاب

�آید. م بدست

معرف را نمادهایی و اصطلاحات اثبات از قبل و �پردازیم م (٨.١.٢) قضیه اثبات به حال

به نیاز تساوی مورد واقع، در کرد. بررس �توان م هم با را تساوی بدون و تساوی با موارد �کنیم. م

شد. خواهد داده نشان بلافاصله که دارد روشمند جزئ تغییر ی تنها

باشند. τ-ساختار ی B و A دهید قرار یرید. ب نظر در اول مرتبه زبان را τ .١٠.١.٢ تعریف

است: زیر خواص دارای تابع این �دهیم. م نشان F : A→ B نماد با را B به A از F � همریخت

.F (cA) = cB ،τ زبان در cثابت هر برای (۱)

آنگاه (a۱, · · · , an) ∈ RA اگر ،τ زبان در R n-موضع رابطه�ای نماد هر برای (۲)

.(F (a۱), · · · , F (an)) ∈ RB

،(a۱, · · · , am) ∈ A هر و τ زبان در f m-موضع تابع نماد هر برای (۳)

F (fA)(a۱, · · · , am) = fB(F (a۱), · · · , F (am))

F اگر گویند، B و A τ-ساختارهای بین ریخت ی را F : A → B همریخت .١١.١.٢ تعریف

،τ زبان در R n-موضع رابطه�ای نماد هر برای و باشد پوشا و �به�ی ی



٣٢ جدید درونیابی قضیه .٢ فصل

.(F (a۱), · · · , F (an)) ∈ RB ⇔ (a۱, · · · , an) ∈ RA

�دهیم. م نشان A ∼= B با را B و A بودن ریخت ی

ساختارها. بین رابطه�ای یعن هستند، معنایی مفهوم�های ، ریخت ی و همریخت مفهوم�های

ریخت ی ی ρ باشد. نگاشت ی ρ و باشند τ-ساختار ی B و A دهید قرار .١٢.١.٢ تعریف

باشد: داشته را زیر خواص ρ و ،im(ρ) ⊂ B و dm(ρ) ⊂ A اگر تنها و اگر است B به A از جزئ

باشد. ی به ی ρ (a)

باشد: زیر شرایط با همریخت ی ρ (b)

،a۰, . . . , an−۱ ∈ dm(ρ) و R ∈ τ برای .١

.RA(a۰, . . . , an−۱) ⇔ RB(ρ(a۰), . . . , ρ(an−۱))

،(a۰, . . . , an−۱), a ∈ dm(ρ) و f ∈ τ برای .٢

.fA(a۰, . . . , an−۱) = a⇔ fB(ρ(a۰), . . . , ρ(an−۱)) = ρ(a)

،a ∈ dm(ρ) و c ∈ τ هر برای .٣

.cA = a⇔ cB = ρ(a)

�گیریم. م نظر در جزئ �های ریخت ی عنوان به را p ⊆ A×B خاص زیرمجموعه�های از برخ

این در فقط نیم: ب منظور را �تساوی بخواهیم ما اگر است اساس اصلاح نیازمند مفهوم این

�تساوی، بدون حالت در هستند. ی به ی جزئ توابع گرافهای ، بررس تحت pهای تمام صورت،

�گیریم. م نظر در را A×B قبل دلخواه زیر�مجموعه�های ما

�گیریم: م نظر در زیر بصورت ترتیب به را p برد و دامنه آنگاه ،p ⊆ A×B اگر

dm(p) = {a ∈ A | (∃b ∈ B)((a, b) ∈ p)}

im(p) = {b ∈ B | (∃a ∈ A)((a, b) ∈ p)}



٣٣ جدید درونیابی قضیه .٢ فصل

را حالت این ،i = ۱, . . . , n برای (ai, bi) ∈ p اگر و b = (b۱, . . . , bn) و a = (a۱, . . . , an) اگر

�دهیم. م نشان a b ∈ p نوشتن با ساده بصورت

،R اگر ،R ∈ τ هر برای اگر �کند م حفظ را O ،p �گوییم م ،O ⊆ Occ برای .١٣.١.٢ تعریف

آنگاه: ،a b ∈ p که باشند طوری b ∈ Bn و a ∈ An اگر و باشد، n-موضع

،B |= Rb ⇐= A |= Ra : (R,+) ∈ O اگر -

.A |= Ra ⇐= B |= Rb : (R,−) ∈ O اگر -

نظر در A جهان از قسمتهایی را A−/O و A+/O ،A = (A, (UA)U∈U, . . .) و O ⊆ Occ اگر

�باشند: م منف و مثبت O به نسبت ترتیب به که هستند UAهایی شامل که �گیریم م

.A+/O =
∪

(U,+)∈O U
A , A−/O =

∪
(U,−)∈O U

A

پیش و پس سیستم ی ١P ⊆ {p ⊆ A × B | �کند م حفظ را O ،p} مجموعه .١۴.١.٢ تعریف

:a b ∈ p هر و p ∈ P هر برای ه بطوری باشد P ̸= ∅ اگر است، U و O به نسبت

.aabb ∈ p
′ ه بطوری b ∈ B و p′ ∈ P دارند وجود آنگاه ، a ∈ A+/O اگر -

.aabb ∈ p
′ ه بطوری a ∈ A و p′ ∈ P دارند وجود آنگاه ،b ∈ B−/O اگر -

که هستند ساختارها بین شباهت مورد در نامتقارن و هم به مرتبط مفهوم دو �آید م زیر در آنچه

�های ریخت ی رابطه همچون ر همدی با آنها رابطه . معناشناس روح ری دی و دارد جبری روح ی

هستند. مقدمات هم�ارزی�های و جزئ

به نسبت P پیش و پس سیستم ی اگر ،(A,a) −→U
O (B,b) �نویسیم م .١۵.١.٢ تعریف

�نویسیم م همواره حالت این در باشد. داشته وجود p ∈ P ی برای a b ∈ p با U و O

�نویسیم م باشد، p ⊆ A× B واحد عنصر ی از شده یل تش P اگر و P : (A,a) −→U
O (B,b)

.p : (A,a) −→U
O (B,b)

�شود. م محدود ی به ی جزئ توابع به p این تساوی، با حالت برای که کنیم م ١یادآوری



٣۴ جدید درونیابی قضیه .٢ فصل

φ(x) U-نسبی�شده فرمولهای همه برای اگر ،(A,a) =⇒U
O (B,b) نویسیم م .١۶.١.٢ تعریف

�نویسیم: م ،p ⊆ A × B برای .A |= φ[a] =⇒ B |= φ[b] باشیم: داشته occ(φ) ⊆ O با

.a b ∈ p هر برای (A,a) =⇒U
O (B,b) اگر ،p : A =⇒U

O B

.p ∈ P هر برای p : A =⇒U
O B آنگاه P : A −→U

O B اگر .١٧.١.٢ لم

�دهد. م نتیجه را (A,a) =⇒U
O (B,b) م ح ،(A,a) −→U

O (B,b) فرض بویژه،

φی منف نرمال صورت روی استقراء با مستقیماً یریم، ب نظر در φ∗ را nnf(φ) اگر برهان.

�شود: م اثبات occ(φ) ⊆ O با شده U-�نسبی

داریم: اتم فرمول ی φ∗ اگر (۱)

.A |= φ∗[a] ⇒ B |= φ∗[b]

داریم: باشد، φ∗[v] = ¬ψ∗[v] اگر (۲)

.A |= φ∗[a] ⇒ A ̸|= ψ∗[a] ⇒ B ̸|= ψ∗[a] ⇒ B |= ¬ψ∗[a] ⇒ B |= φ∗[a]

داریم: آنگاه ،φ∗[v] = ψ∗[v] ∧ δ∗[v] کنیم فرض اگر (۳)

.A |= φ∗[a] ⇒ A |= ψ∗[a] ∧ A |= δ∗[a] ⇒ B |= ψ∗[a] ∧B |= δ∗[a] ⇒ B |= φ∗[a]

داریم: آنگاه ،φ∗[v] = ∃wψ∗[v, w] کنیم فرض اگر (۴)

.A |= φ∗[a] ⇒ ∃a ∈ A : A |= ψ∗[a, a] ⇒ ∃b ∈ B : B |= ψ∗[a, b] ⇒ B |= φ∗[a]

آزاد متغیرهای برای x۱, x۲, . . . نمادهای از باشد. N ⊆ M و τ-ساختار ی M کنید فرض

N و باشد x۱, . . . , xn متغیرهای با فرمولها از مجموعه�ای Σ فرضکنید �کنیم. م استفاده τ دلخواه

باشد. τ در مدل

N در را Σ ،N عناصر از n-چندتایی ی اگر �بخشد م تحقق را Σ ،N �گوییم م .١٨.١.٢ تعریف

کند. ارضاء



٣۵ جدید درونیابی قضیه .٢ فصل

N در Σ» عبارت نبخشد. تحقق را Σ ،N اگر �کند م حذف را Σ ،N �گوییم م .١٩.١.٢ تعریف

�بخشد. م تحقق را Σ ،N که است این معنای به دقیقاً است» ارضاپذیر

�کنیم: م تعریف زیر بصورت را N اتم دیاگرام .٢٠.١.٢ تعریف

.Diag(N) = {γ(n̄) | N |= γ(n̄) ه بطوری اتم نقیض یا اتم τ-جمله ی γ}

�کنیم: م تعریف زیر بصورت را N مقدمات دیاگرام .٢١.١.٢ تعریف

.Diagel(N) = {γ(n̄) | N |= γ(n̄) و n̄ ∈ N و τ-جمله ی γ}

�کنیم: م تعریف زیر بصورت و �دهیم م نشان Th(N) با را N τ-ساختار نظریه

.Th(N) = { σ τ-جمله | N |= σ}

از (منظور .τF = τ ∪ {ca : a ∈ F} دهید قرار شده، داده F ⊂ N زیرمجموعه و N مدل برای

تعریف �آید.) م بدست τ زبان به F اعضای برای ثابت نمادهای کردن اضافه از که است زبان τF
�کنیم: م

.Th(NF ) = { σ τF-جمله | N |= σ}

نشان NF با را τF زبان در (N, a)a∈F مدل (بسط .Th(NF ) ⊆ Diagel(N) که کنید توجه

�دهیم). م

مدل ی اگر تنها و اگر است T نظریه ی با سازگار Γ(x۱, . . . , xn) فرمول گوییم تعریف٢٢.١.٢.

بخشد. تحقق را {Γ} که باشد موجود T از

متناه مجموعه هر برای اگر تنها و اگر است شده٢ ω-اشباع ،N مدل گوییم .٢٣.١.٢ تعریف

شود. یافته تحقق NF در ،Th(NF ) با سازگار τF از Γ(x) فرمولهای از مجموعه هر ،F ⊂ N

Bشامل Aمانند غیرته زیرمجموعه هر اگر تنها و اگر �شود م خوشترتیبگفته (A,6)مرتب کاملا مجموعه ٢ی

به .b 6 x ،x ∈ B هر برای که قسم به باشد داشته وجود b ∈ B عنصر ی اگر ، یعن باشد؛ تا) (ی ترین کوچ عنصر

ترتیبی عدد �شود. م داده نسبت �دهیم، م نشان ord(A,6) با آنرا که ترتیبی، عدد ی (A,6)خوشترتیب مجموعه هر

.ord(N,6) = ω یعن �دهند، م نشان ω با را ، معمول مساوی یا تر کوچ رابطه با ،N طبیع اعداد مجموعه



٣۶ جدید درونیابی قضیه .٢ فصل

ω-اشباع و شمارش�پذیر اگر تنها و اگر �گویند م شمارش�پذیر شده اشباع را مدل .٢۴.١.٢ تعریف

باشد. شده

است. شمارش�پذیر اشباع�شده گویا، اعداد مرتب مجموعه (۱) .٢۵.١.٢ مثال

است. شمارش�پذیر اشباع�شده ، متناه مدل هر (۲)

باشد. x۱, · · · , xn آزاد متغیرهای در τF-فرمولها از مجموعه�ای q دهید قرار .٢۶.١.٢ تعریف

کامل n-نوع ی q �گوییم م باشد. ارضاپذیر q ∪ Th(NF ) اگر است n-نوع ی q �گوییم م

.¬ϕ ∈ q یا ϕ ∈ q ،x۱, · · · , xn آزاد متغیرهای با ϕ τF-فرمول هر برای اگر است

q(x) دهید قرار باشد. طبیع اعداد از مجموعه�ای F که N = (Q, <) کنید فرض .٢٧.١.٢ مثال

از متناه زیرمجموعه ی ∆ اگر باشد. {x > ۱, x > ۲, x > ۳, . . .} فرمولهای از مجموعه�ای

است. ارضاپذیر Q از عنصر ی عنوان به x تعبیر با ∆ که �بینیم م آنگاه باشد، q(x) ∪ Th(NF )

است. ۱-نوع ی q(x) و است ارضاپذیر q(x) ∪ Th(NF ) ، فشردگ قضیه طبق

فرمول مثال برای .r(x) = {ϕ(x) ∈ Th(NF ) : N |= ϕ(۱/۲)} دهید قرار ساختار، همین برای

N |= ψ(۱/۲) یا ،ψ(x) τF-فرمول هر برای نیست. آن در x > ۲ ول است r(x) به متعلق x < ۳

است. کامل ۱-نوع ی r(x) بنابراین، .N |= ¬ψ(۱/۲) یا

باشد. کامل نظریه ی T دهید قرار شمارش�پذیر) اشباع�شده مدلهای وجود (قضیه .٢٨.١.٢ قضیه

تعداد حداکثر T ،n < ω هر برای اگر تنها و اگر دارد شمارش�پذیر اشباع�شده مدل ی T آنگاه

دارد. متغیره n نوعهای از شمارش�پذیری

n در T از نوع هر .(N |= T) دارد N شمارش�پذیر اشباع�شده مدل ی T کنید فرض برهان.

متغیرها n در متفاوت نوع دو �تواند نم n-چندتایی هیچ اما �شود. م بخشیده تحقق N در متغیرها

دارد. را نوعها شمارش�پذیری تعداد حداکثر T بنابراین �بخشد. تحقق را

با دارد. متغیره n نوعهای از شمارش�پذیری تعداد حداکثر T ،n هر برای که کنید فرض حال

را τF ،τ به جدید ثابت نمادهای از C = {c۱, c۲, . . .} شمارش�پذیر مجموعه ی کردن اضافه

T از Γ(x) نوعهای ،F = {d۱, . . . , dn} ⊂ C متناه زیرمجموعه هر برای �دهیم. م یل تش



٣٧ جدید درونیابی قضیه .٢ فصل

تعداد حداکثر T بنابراین هستند. τ در T از Σ(x۱ . . . xnx) نوعهای با �به�ی ی تناظر در τF در

دهید قرار دارد. τF در Γ(x) نوعهای از شمارش�پذیری

Γ۱(x),Γ۲(x), . . .

دهید قرار است. C متناه زیرمجموعه ی F و τF توسیع�های همه در T نوعهای از شماری

φ۱, φ۲, . . .

صعودی دنباله ی باشد. τF جملات همه از شماری

T = T۰ ⊂ T۱ ⊂ . . .

:m < ω هر برای ه بطوری داریم را τF نظریه�های از

است. C ثوابت از متناه تعداد حداکثر شامل که است سازگار نظریه ی Tm (۱)

.(¬φm) ∈ Tm+۱ یا φm ∈ Tm+۱ یا (۲)

.c ∈ C بعض برای ψ(c) ∈ Tm+۱ آنگاه باشد، Tm+۱ در φm = (∃x)ψ(x) اگر (۳)

.d ∈ C بعض برای Γm(d) ⊂ Tm+۱ آنگاه باشد، Tm+۱ با سازگار Γm(x) اگر (۴)

که �بینیم م (۳) از استفاده با است. τF در ماکسیمال سازگار نظریه ی Tω =
∪
n<ω Tn اجتماع

مدل ی N بنابراین .N = {a۱, a۲, . . .} ه بطوری دارد N
′
= (N, a۱, . . . , an) مدل ی Tω

است. T شمارش�پذیر

و باشد متناه F ⊂ N دهید قرار است. مانده باق است، ω-اشباع�شده ،N اینکه اثبات هنوز

برای �دهیم. م گسترش Th(NF ) در Γ(x) نوع ی به را Σ(x) باشد. سازگار Th(NF ) با Σ(x)

آنگاه �شود. م سازگار Tm+۱ با اینرو از و است سازگار Tω با Γm(x) .Γ(x) = Γm(x) ،m برخ

تحقق را NF در Γ(x) ،ai که �شود م نتیجه و ci ∈ C برخ برای Γm(ci) ⊂ Tm+۱ ،(۴) طبق

�بخشد. م

اشباع�شده Bمدلهای Aو اگر شمارش�پذیر) منحصربفردیمدلهایاشباع�شده (قضیه .٢٩.١.٢ قضیه

است. ریخت ی B با A آنگاه ،A ≡ B و باشند شمارش�پذیر



٣٨ جدید درونیابی قضیه .٢ فصل

دنباله دو ،B و A بودن شمارش�پذیر اشباع�شده از استفاده با برهان.

a۰, a۱, . . . , b۰, b۱, . . .

ه بطوری

A = {a۰, a۱, . . .} , B = {b۰, b۱, . . .}

در bn که �بخشد م تحقق را (A, a۰, . . . , an−۱) در نوع همان an ،n هر برای و �آوریم م بدست

آنگاه �بخشد. م تحقق را (B, a۰, . . . , an−۱)

،(A, a۰, . . . , an−۱) ≡ (B, a۰, . . . , an−۱)

.A ∼= B داریم ،an → bn نگاشت توسط پس

�کنیم: م تعریف زیر بصورت را R(α) مجموعه α اردینال هر برای .٣٠.١.٢ تعریف

R(۰) = ۰,

R(α + ۱) = S(R(α)),

،R(α) =
∪
β<αR(β) باشد حدی اردینال ی α اگر

.(S(X) = X ∪ {X} (یعن �گوییم م تال تابع که است موضع تک تابع نماد ی S که

∈ نماد با فقط زبان، ی در فرمول مفهوم به کراندار، سور فرمول یا فرمول، ∆۰ .٣١.١.٢ تعریف

و (∀x ∈ y) نسبی�شده سورهای و منطق ادات از استفاده با اتم فرمول�های از که است تساوی و

�شود. م ساخته (∃x ∈ y)

و ∨ ،∧ مثبت ادات از استفاده با فرمولها ∆۰ از که است فرمول فرمول، Σ۱ .٣٢.١.٢ تعریف

�شود. م ساخته (∃x) وجودی سورهای و (∃x ∈ y) ،(∀x ∈ y) کراندار سورهای

⟨R(ω),∈⟩ مدل در اگر است، (r.e.) بازگشت شمارای R(ω) از K زیرمجموعه .٣٣.١.٢ تعریف

، یعن باشد، تعریف�پذیر φ(x) فرمول Σ۱ ی با

.K = {a ∈ R(ω) : ⟨R(ω),∈⟩ |= φ[a]}



٣٩ جدید درونیابی قضیه .٢ فصل

شمارای R(ω) \ K و K دوی هر اگر است بازگشت R(ω) از K زیرمجموعه .٣۴.١.٢ تعریف

باشند. بازگشت

توابع از شماری و τ نمادهای از مجموعه�ای اگر است بازگشت τ زبان �گوییم م .٣۵.١.٢ تعریف

از ی هر ، یعن باشند. R(ω) از بازگشت زیرمجموعه�های ،τ چندموضع نمادهای از شده داده

مجموعه�های

{⟨n, vn⟩ : n ∈ ω},

{c : τ ثابت نماد ی c },

{R : τ رابطه�ای نماد ی R },

{f : τ تابع نماد ی f },

{⟨R, n⟩ : τ n-موضع رابطه�ای نماد ی R },

{⟨f, n⟩ : τ n-موضع تابع نماد ی f }

هستند. R(ω) از بازگشت زیرمجموعه�های

برای اگر است اشباع�شده بازگشت ،A مدل یرید. ب نظر در بازگشت زبان ی را τ تعریف١.٢.٣۶.

فرمولهای از Γ(x) بازگشت مجموعه هر جدید، ثابت نمادهای از {c۱, . . . , cn} متناه مجموعه هر

(A, a۱, . . . , an) در ارضاپذیر متناهیاً Γ(x) اگر ،A عناصر از a۱, . . . , an دنباله و ،τ(c۱, . . . , cn)

�یابد. م تحقق (A, a۱, . . . , an) در Γ(x) آنگاه باشد

است. اشباع�شده بازگشت ω-اشباع�شده، مدل هر .٣٧.١.٢ مثال

از بازگشت مجموعه هر زیرا است، اشباع�شده بازگشت اشباع�شده، بازگشت مدل از تحویل هر

بسط هر همچنین، است. بزرگتر زبان در فرمولها از بازگشت مجموعه ی ، کوچ زبان در فرمولها

دوباره �شود، م ساخته متناه جدید ثابتهای کردن کردن اضافه با که اشباع�شده بازگشت مدل از

است. اشباع�شده بازگشت

است. شمارش�پذیر اشباع�شده بازگشت مدلهای وجود مورد در زیر قضیه
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ی T و بازگشت زبان ی τ دهید قرار اشباع�شده) بازگشت مدلهای وجود (قضیه .٣٨.١.٢ قضیه

شمارش�پذیر اشباع�شده بازگشت مدل ی T آنگاه دارد. نامتناه مدلهای که باشد τ در کامل نظریه

دارد.

باشد. جمله�ها از بازگشت مجموعه T نظریه نیست نیازی که �کنیم م تاکید اثبات از قبل برهان.

تا �کنیم م اضافه τ زبان به را جدید ثابت نمادهای از C = {c۱, c۲, . . .} بازگشت مجموعه ی

هر برای C در مجزا ثوابت di و مجزا متغیرهای xi اگر کنید توجه آید. بدست τF بازگشت زبان

تنها و اگر است بازگشت τ از Γ(x۱, . . . , xn−۱, xn) فرمولهای مجموعه آنگاه باشند، i = ۱, . . . , n

دهید قرار باشد. بازگشت Γ(d۱, . . . , dn−۱, xn) اگر

Γ۱(x),Γ۲(x), . . .

ثوابت در متناهیاً که x آزاد متغیر با فقط که باشند τF فرمولهای از بازگشت مجموعه�های از شماری

دهید قرار و �شود، م ظاهر C از

φ۱, φ۲, . . .

صعودی دنباله ی هستند. τF جملات همه از شماری باشند. τF جملات همه از شماری

T = T۰ ⊂ T۱ ⊂ . . .

:m < ω هر برای ه بطوری داریم را τF نظریه�های از

است. C ثوابت از متناه تعداد فقط شامل که است سازگار نظریه ی Tm (۱)

.(¬φm) ∈ Tm+۱ یا φm ∈ Tm+۱ یا (۲)

.c ∈ C بعض برای ψ(c) ∈ Tm+۱ آنگاه باشد، Tm+۱ در φm = (∃x)ψ(x) اگر (۳)

.d ∈ C بعض برای Γm(d) ⊂ Tm+۱ آنگاه باشد، Tm+۱ با سازگار Γm(x) اگر (۴)

که �بینیم م (۳) از استفاده با است. τF در ماکسیمال سازگار نظریه ی Tω =
∪
n<ω Tn اجتماع

مدل ی N بنابراین .N = {a۱, a۲, . . .} ه بطوری دارد N
′
= (N, a۱, . . . , an) مدل ی Tω

است. T شمارش�پذیر
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و باشد متناه F ⊂ N دهید قرار است. مانده باق است، ω-اشباع�شده ،N اینکه اثبات هنوز

برای �دهیم. م گسترش Th(NF ) در Γ(x) نوع ی به را Σ(x) باشد. سازگار Th(NF ) با Σ(x)

آنگاه �شود. م سازگار Tm+۱ با اینرو از و است سازگار Tω با Γm(x) .Γ(x) = Γm(x) ،m برخ

تحقق را NF در Γ(x) ،ai که �شود م نتیجه و ci ∈ C برخ برای Γm(ci) ⊂ Tm+۱ ،(۴) طبق

�آید. م بدست T از شمارش�پذیر اشباع�شده بازگشت مدل ی پس �بخشد. م

�دهد م نتیجه (A,a۰) =⇒U
O (B,b۰) آنگاه باشند. شده ω-اشباع ،B و A دهید قرار .٣٩.١.٢ لم

که

P : (A,a۰) −→U
O (B,b۰)

.P = {p ⊆ A×B | ,pمتناه p : A =⇒U
O B} آن در که

عنصر هر .(A,a۰) =⇒U
O (B,b۰) ه بطوری (p : a۰ 7→ b۰) ∈ P است: ته غیر P برهان.

بررس U و O به نسبت پیش و پس خاصیت باید هنوز �کند. م حفظ تعریف با را O ،p ∈ P

و a ∈ UA که کنید فرض و a b ∈ p ∈ P دهید قرار �کنیم. م اثبات را «پیش» قسمت شود.

کنید توجه کند. صدق (A,aa) =⇒U
O (B,bb) شرط در که هستیم b ∈ UB دنبال به .(U,+) ∈ O

دهید: قرار است. برقرار (A,a) =⇒U
O (B,b) ،a b ∈ p ه زمانی

Φ(a, x) = {φ(a, x) | φ U-نسبی�شده , occ(φ) ⊆ O,A |= φ[a, a]}

.Φ(b, x) = {φ(b, x) | φ(a, x) ∈ Φ(a, x)} �دهیم: م قرار مشابهاً و

باید هنوز .(A,aa) =⇒U
O (B,bb) ه بطوری شد خواهد محقق B در Φ(b, x) از b هر

ناسازگار یعن باشد، آن مخالف کنید فرض است. Th(B,b) با سازگار Φ(b, x) که دهیم نشان

ه بطوری دارد وجود φ(a, x) ∈ Φ(a, x) پس است، بسته عطف ترکیب تحت Φ چون باشد.

فرمول اگر است، (A,a) =⇒U
O (B,b) با متناقض این اما .(B,b) |= ¬(∃x ∈ U)φ(b, x)

یریم. ب نظر در را ψ(x) = (∃x ∈ U)φ(x, x)

و b ∈ UA که �کنیم م فرض و a b ∈ p ∈ P �دهیم م قرار �کنیم: م اثبات را «پس» قسمت

دهید: قرار کند. صدق (A,aa) =⇒U
O (B,bb) شرط در که هستیم a ∈ UA دنبال به .(U,−) ∈ O
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Φ(b, x) = {¬φ(b, x) | φ U-نسبی�شده , occ(φ) ⊆ O,B |= ¬φ[b, b]}

.Φ(a, x) = {φ(a, x) | ¬φ(b, x) ∈ Φ(b, x)} نیز: و

Φ(a, x) که دهیم نشان باید .(A,aa) =⇒U
O (B,bb) ه بطوری بود خواهد A در Φ(a, x) از a هر

است بسته عطف ترکیب تحت Φ چون است. ناسازگار �کنیم م فرض است. Th(A, a) با سازگار

با متناقض این اما .(A,a) |= (∃x ∈ U)φ(a, x) ه بطوری دارد وجود ¬φ(b, x) ∈ Φ(b, x) پس

یریم. ب نظر در را ψ(x) = ¬(∃x ∈ U)φ(x, x) فرمول اگر است، (A,a) =⇒U
O (B,b)

η : A → B بصورت τ-نشاننده ی باشند. τ-ساختار دو B و A کنید فرض .۴٠.١.٢ تعریف

دقیق�تر: عبارت به �کند. م حفظ را τ نمادهای η و بوده ی به ی تابع ی η : A→ B که �باشد م

باشیم: داشته τ زبان در f تابع نماد هر برای (a)

.η(fA(a۱, . . . , anf
)) = fB(η(a۱), . . . , η(anf

)) ∀a۱, . . . , anf
∈ A

باشیم: داشته a۱, . . . , anf
∈ A هر و τ زبان در R رابطه�ای نماد هر برای (b)

.(a۱, . . . , anf
) ∈ RA ⇔ (η(a۱), . . . , η(anf

)) ∈ RB

باشیم: داشته τ زبان در cثابت نماد هر برای (c)

.η(cA) = cB

گفته مقدمات j : A → B τ-نشاننده باشند. τ-ساختار دو B و A کنید فرض .۴١.١.٢ تعریف

باشیم: داشته ā ∈ A هر و φ(v̄) τ-فرمول هر برای هرگاه �شود م

.A |= φ(ā) ⇔ B |= φ(jā)

شمول نگاشت اگر A 4 B �نویسیم م و �شود م گفته آن مقدمات زیرساختار A آنگاه A ⊆ B اگر

باشد. مقدمات τ-نشاننده ی i : A→ B

باشیم: داشته ā ∈ A هر و φ(v̄) τ-فرمول هر برای اگر تنها و اگر A 4 B بنابراین

.A |= φ(ā) ⇔ B |= φ(ā)
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�گوییم. م A مقدمات توسیع را Bصورت این در

توسیع ی τ از A شمارش�پذیر مدل هر آنگاه باشد. بازگشت زبان ی τ دهید قرار .۴٢.١.٢ نتیجه

دارد. مقدمات شمارش�پذیر اشباع�شده بازگشت

ثابت نمادهای از شمارش�پذیر مجموعه کردن اضافه با τ بازگشت توسیع ی τF دهید قرار برهان.

طبق است. ثابت ی از تعبیری ی A عنصر هر که است τF در A توسیع ی A′ آنگاه باشد. جدید

،B′ ′Bدارد. شمارش�پذیر اشباع�شده بازگشت مدل ی A′ مقدمات دیاگرام T ′ ،(٣٨.١.٢) قضیه

است. A مقدمات شمارش�پذیر اشباع�شده بازگشت بطور مدل ی ،τ در B تحویل

دارند وجود شمارش�پذیر (B∗,b۰) و (A∗,a۰) ،(A,a۰) =⇒U
O (B,b۰) برای .۴٣.١.٢ نتیجه

.(A∗,a۰) −→U
O (B∗,b۰) و (B∗,b۰) ≡ (B,b۰) ،(A∗,a۰) ≡ (A,a۰) ه، بطوری

نظر در را B 4 B
′ و A 4 A

′ ω-اشباع�شده و مقدمات توسیعهای ،B و A بجای اگر برهان.

نوع ی آوردن بدست برای �شود. م نتیجه (A′
,a۰) −→U

O (B
′
,b۰) ،(٣٩.١.٢) لم توسط یریم، ب

ساختار ی در را P پیش پسو سیستم و ،(B′
,b۰) و (A′

,a۰)کافیست حالت، این در شمارش�پذیر

ببریم. ار ب را ولم-تارس لوونهایم-اس قضیۀ و بیاوریم بدست اول مرتبه

دارد وجود آنگاه ،(A,a۰) −→U
O (B,b۰) و باشند پذیر شمارش B و A اگر .۴۴.١.٢ لم

.a۰b۰ ∈ p و p : A −→U
O B ه بطوری p ⊆ A×B

(A,a۰) −→U
O (B,b۰) م ح ،(A,a۰) =⇒U

O (B,b۰)فرض ،(٣٩.١.٢) لم طبق اثبات. طرح

و متناه p شامل که کلیت از کاستن (بدون P پیش و پس سیستم ی با پس �دهد. م نتیجه را

شروع (P = {p ⊆ A × B | ,pمتناه p : A =⇒U
O B} ، یعن بسته، زیر�مجموعه�های تحت p

چون �کنیم. م پیدا پیش و روشپس طبق را b ∈ B−/O و a ∈ A+/O ،(٣٩.١.٢) لم طبق و �کنیم م

داریم: p برد و دامنه تعریف طبق پس ،p ⊆ A×B

،dm(p) = {a ∈ A | (∃b ∈ B)((a, b) ∈ p)}

.im(p) = {b ∈ B | (∃a ∈ A)((a, b) ∈ p)}

اجتماع پس است. p ∈ P که آوردیم بدست را b ∈ B−/O ⊆ B و a ∈ A+/O ⊆ A از شماری پس

� �کند. م ارضاء را im(p) ⊇ B−/O و dm(p) ⊇ A+/O شروط pها
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جدید درونیابی قضیه اثبات ٢.٢

ساختاری درونیابی خاصیت است ن مم واقع، در �رود، م پیش قضیه اثبات سمت به اصل گزاره

است: شده داده نشان زیر طرح در حالت این کرد. تصور قضیه این پشت را

.O = O۱ ∩O۲ و O۱, O۲ ⊆ Occ دهید قرار .( اصل (گزاره .١.٢.٢ گزاره

و p = p۱ ◦ p۲ ه بطوری دارد وجود p۲ ⊆ C × B و p۱ ⊆ A × C و C آنگاه p : A −→U
O B اگر

im(p۲) = B و dm(p۱) = A به نیاز است ن مم بیشتر .p۱ : A −→U
O۱

C و p۲ : C −→U
O۲

B

باشد.

زیرمجموعه�ای که �گیریم م نظر در C ساختار مطلوب جهان را C .∗ ̸∈ A ∪ B دهید قرار برهان.

کنید فرض است. (A ∪̇ {∗})× (B ∪̇ {∗}) از

C = p ∪̇ ((Ar dm(p))× {∗}) ∪̇ ({∗} × (B r im(p))),

p۱ = {(a, (a, b)) | (a, b) ∈ p} ∪̇ {(a, (a, ∗)) | a ∈ Ar dm(p)},

p۲ = {((a, b), b) | (a, b) ∈ p} ∪̇ {((∗, b), b) | b ∈ B r im(p)}.

حالت برای .im(p۲) = B و dm(p۱) = A و p = p۱ ◦ p۲ که �بینیم م تعاریف از مستقیم بطور

حل برای حال هستند. نیز piها باشد ی به ی جزئ تابع p اگر که باشید داشته توجه نیز تساوی

نسبت p۲ و O۱ به نسبت p۱ گرفتن نظر در با را C روی R ∈ τ محمولات تعبیر بایست ل مش این

dm(p۱) = A که آنجا از کنیم. تضمین را پیش و پس سیستم به مربوط خواص و کنیم معین O۲ به

dm(p۲) ⊇ C+/O۲ و im(p۱) ⊇ C−/O۱ به که �ماند م باق پیش و پس شرایط ،im(p۲) = B و

�یابد. م تحویل
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،b ∈ (B ∪̇ {∗})n و a ∈ (A ∪̇ {∗})n برای کل بطور دهید. قرار c ∈ Cn و n-موضع را R

�کنیم. م مشخص را مورد چند .c = a b �نویسیم م

دهید: قرار ،A |= Ra ⇐⇒ B |= Rb و b ∈ Bn و a ∈ An اگر (a)

.C |= Rc ⇐⇒ A |= Ra

:((R,+) ̸∈ O (که B |= ¬Rb اما A |= Ra و b ∈ Bn و a ∈ An اگر (b)

.C |= Rc دهید: قرار ،(R,+) ∈ O۱ rO۲ اگر (i)

.C |= ¬Rc دهید: قرار ،(R,+) ∈ O۲ rO۱ اگر (ii)

�گیریم. م دلخواه را Rc ،(R,+) ̸∈ O۱ ∪O۲ اگر (iii)

((R,−) ̸∈ O �دهد م نتیجه (که B |= Rb اما A |= ¬Ra و b ∈ Bn و a ∈ An اگر (c)

: یعن �گیریم، م نظر در را (R,−) که تفاوت این با کردیم، اقدام (b) در که همانطور

.C |= Rc دهید: قرار ،(R,−) ∈ O۱ rO۲ اگر (i′)

.C |= ¬Rc دهید: قرار ،(R,−) ∈ O۲ rO۱ اگر (ii′)

�گیریم. م دلخواه را Rc ،(R,−) ̸∈ O۱ ∪O۲ اگر (iii′)

دهید: قرار ،(c ̸∈ dm(p۲) و a ̸∈ dm(p) (یعن b ̸∈ Bn و a ∈ An اگر (d)

.C |= Rc ⇐⇒ (A |= Ra, (R,+) ∈ O۱)

دهید: قرار ،(c ̸∈ im(p۱) و b ̸∈ im(p) (یعن b ∈ Bn و a ̸∈ An اگر (e)

.C |= Rc ⇐⇒ (B |= Rb, (R,−) ∈ O۲)

�گیریم. م دلخواه را Rc ، b ̸∈ Bn و a ̸∈ An اگر (f)

،dm(p۲) ⊇ C+/O۲ و im(p۱) ⊇ C−/O۱ و �کند، م حفظ را Oi ، pi که ادعا این اثبات هنوز

a ∈ An ،b ∈ (B ∪̇ {∗})n بعض برای آنگاه a c ∈ p۱ اگر، که باشید داشته توجه است. مانده باق

B از ورودیهایی b ه زمانی هستند، b و a از شده مطرح اولیه چندتایی a′b
′
∈ p که ،c = a b و

باشند.
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است مواردی به مربوط (+,R)؛ ∈ O۱ و a c ∈ p۱ که کنید فرض �کند. م حفظ را O۱ ،p۱ •

این با پس ،(R,−) ∈ O۱ اگر است. شده بررس (d) یا (b) و (a) در و A |= Ra آن در که

کردیم. بحث (d) یا (c) و (a) در که را مربوط موارد �کنیم م پیدا و ،A |= ¬Ra که نگاه

هستند c = (∗, b)بصورت که آنهایی بجز C عناصر همه که کنید توجه .im(p۱) ⊇ C−/O۱ •

،(∗, b) ∈ UC اگر .b ̸∈ im(p۱) �شود م نتیجه (∗, b) ∈ C برای هستند. اندک im(p۱) در

نتیجه پس باشد، O۱ در �تواند نم (U,−) بنابراین، .b ∈ UB و (U,−) ∈ O۲ ،(e) طبق آنگاه

نیست. C−/O۱ در (∗, b)بصورت عنصری هیچ پس .b ∈ im(p) و (U,−) ∈ O که �شود م

�شوند. م اثبات مشابهاً dm(p۲) ⊇ C+/O۲ و �کند م حفظ را O۲ ،p۲ حالت پس

x۰ دهید قرار .φ |= ψ و باشند U-نسبی�شده فرمولهای ψ و φ دهید قرار .٨.١.٢ قضیه اثبات

چندتایی�های پس هستند، آزاد ψ و φ دوی هر در که باشد متغیرهایی از چندتایی ی نشان�دهنده

φ = φ(x۰,x۱) ه بطوری هستند، مجزا هم از xi چندتایی�های جفت که �کنیم، م منظور را x۲ و x۱

�دهند. م نمایش را آزاد متغیرهای همه ψ = ψ(x۰,x۲) و

U-نسبی�شده فرمول کنید فرض .O = O۱ ∩ O۲ و O۲ = occ(ψ) و O۱ = occ(φ) دهید قرار

.φ |= χ و χ |= ψ ه بطوری ندارد وجود occ(χ) ⊆ O با χ(x۰)

دهید: قرار

.Φ(x۰) = {χ(x۰) | χ U-نسبی�شده , occ(χ) ⊆ O,φ |= χ}

یرید. ب نظر در را (B,b۰,b۲) |= Φ ∪ {¬ψ} .Φ ̸|= ψ ،( فشردگ (و مفروضات این با

دهید: قرار

.Θ(x۰) = {¬χ(x۰) | χ U-نسبی�شده , occ(χ) ⊆ O, (B,b۰) |= ¬χ}

تحت Θ چون و فشردگ با صورت، این غیر در است. سازگار نیز Θ ∪ {φ} که �گیریم م نتیجه

و ،B |= χ آنجا از که ،χ ∈ Φ اما .φ |= χ که دارد وجود ¬χ ∈ Θپس است، بسته عطف ترکیب

است. تناقض این
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که �گیریم م نتیجه کرده�ایم. پیدا را (A,a۰,a۱) |= Θ ∪ {φ} ی بنابراین

و (A,a۰,a۱) از شماری برای �تواند م بهتر حالتِ این (۴٣.١.٢) نتیجه با .(A,a۰) =⇒U
O (B,b۰)

.B |= ¬ψ[b۰,b۲] و ،A |= φ[a۰,a۱] ،(A,a۰) −→U
O (B,b۰) ه بطوری آید بدست (B,b۰,b۲)

بدست ،a۰b۰ ∈ p با واحد p ⊆ A×B ی برای را p : A −→U
O B ،(۴۴.١.٢) لم اربردن ب با

،p = p۱ ◦ p۲ ه بطوری �آوریم م بدست را p۲ و p۱ بین روابط و C ساختار ی حال اما آورده�ایم.

.p۱ : A −→U
O۱

C ،p۲ : C −→U
O۲

B و b۰b۲ ∈ im(p۲) ،a۰a۱ ∈ dm(p۱)

و a۰b۰ ∈ p که �کنیم م (یادآوری c۰a۰ ∈ p۲ و a۰c۰ ∈ p۱ که باشد طوری c۰ دهید قرار

آنجا (از c۰c۲b۰b۲ ∈ p۲ و a۰a۱c۰c۱ ∈ p۱ ه بطوری c۲ و c۱ دهید قرار .(p = p۱ ◦ p۲

(C,c۰,c۲) =⇒U
O۲

�شود م نتیجه دارند). وجود پس ،b۲ ∈ im(p۲) و a۱ ∈ dm(p۱) بترتیب که

داریم ،φ |= ψ طرف از و C |= φ[c۰,c۱]پایایی با .(A,a۰,a۱) =⇒U
O۱

(C,c۰,c۱) و ،(B,b۰,b۲)

� است. تناقض در B |= ψ[b۰,b۲] پایایی با که ،C |= ψ[c۰,c۲]



٣ فصل

جدید درونیابی قضیه کاربردهای

۴٨
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�کند. م ترکیب واحد بصورت را پایایی و درونیابی چندین (٨.١.٢) قضیه ونه چ �دهیم م نشان

را فوق (٩.١.٢) (قضیه �شود نم منجر [١٢] لیندون درونیابی قضیه به فقط مستقیم بطور ، یعن

رده�بندی قضایای آنها میان از �دهد. م نتیجه نیز را پایایی نتایج و مربوط درونیابی چندین ه بل ببینید)،

چندگونه درونیابی قضیه از گونه�ای و ،[۴] زیرساختارها و توسیعها تحت پایایی بر تمرکز با کلاسی

وجود تبدیلاتچو تحت پایایی مورد در [٢] بِنثم فون اخیر رده�بندی نتیجه موازات به ،[٨ ،٧] ففرمن

دارند.

کلاسی پایایی قضایای ١.٣

قضیه مثال، برای �باشد؛ م معناشناس مقابل در نحو تقابل ل ش به اغلب منطق پایایی قضایای

اگر تنها و اگر �شود م حفظ توسیعها تحت اول مرتبه منطق جمله ی که �کند م بیان لوش-تارس

باشد. وجودی جمله ی معادل

از ندارد (لزوم باشد دلخواه فرمولهای از کلاس ∆ و باشند τ-ساختار ،N و M کنید فرض

باشد). τ زبان

است) N زیرساختار Mی ، M(یعن ⊆ N باشند. τ-ساختار ،N Mو دهید قرار .١.١.٣ لم

تک�گونه تابع نمادهای این ر دی (بعبارت تک�گونه توابع تحت N Mدر ،M ⊆ N اگر تنها و اگر

بسته شوند)، م تعریف ( موضع (صفر f۰ و ( ان (ی f۱ و (دوتایی) f۲ به شبیه چیزی عنوان به

و است،

M |= φ(ā) ⇔ N |= φ(ā) (∗)

است. Mبرقرار از ā چندتایی و φ τ-فرمولهای همه برای

زیرساختارها) تعریف طبق شده (داده فرمولهای برای (∗) شرط که �دهیم نشان کافیست برهان.

�تواند م که است، اتم فرمولهای برای اثبات(∗) در مرحله اولین �دهد. م نتیجه را (∗) کامل شرط

استقراء با مرحله، دومین شود. ثابت اتم فرمولهای در شده ظاهر ترمهای پیچیدگ روی استقراء با
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و عطف ترکیب تحت (∗) شرط که آنجا از �گیرد، م صورت سور بدون فرمولهای پیچیدگ روی

�یابد. م نقیضگسترش و فصل

،φ ∈ ∆ ∩ τ هر برای M |= φ اگر ،N W∆ M یا M V∆ N �نویسیم م .٢.١.٣ تعریف

برقرار N V∆ M و M V∆ N دوی هر ه زمانی M ≡∆ N نماد از بدهد. نتیجه را N |= φ

�کنیم. م استفاده باشند،

هر برای M |= φ(ā) که �کنیم م تعریف را f : M ∆→ N نماد .٣.١.٣ تعریف

هستند) آزاد متغیرهای شامل ،φفرمولهای-τ همه اینرو (از بدهد Nنتیجه |= φ(f [ā]) ،φ ∈ ∆∩τ

.f : M τ→ N بجای f : M ≡
↩→ N �نویسیم م دلیل این به �شوند. م Mانتخاب از ā چندتایی و

هستند. τ در همواره کردیم فرض ∆ در که فرمولهایی فقط (f : M ∆→ N M(یا V∆ N در

�گیریم. م نظر در f : M ≡→ N بیشتر را f : M ∆→ N آنگاه باشد، τ همه شامل ∆ اگر مثال، برای

�دهیم م نشان Diag(M) نماد با Mرا دیاگرام باشد. τ-ساختار Mی دهید قرار .۴.١.٣ تذکر

: یعن هستند، Mدرست در که است اتم نقیض و اتم τ(M)-جملات همه از مجموعه�ای و

Diag(M) = {φ(ā) : M |= φ(ā) است، اتم φ ∈ τ , ā ∈M}

∪ {¬φ(ā) : M |= ¬φ(ā) است، اتم φ ∈ τ , ā ∈M}

،M ⊆ N اگر تنها و اگر M ⊆ N که: کنیم بازنویس �توانیم م را (١.١.٣) لم البته .۵.١.٣ تذکر

qf (که M qf→ N با است معادل که ،(N ,M) |= Diag(M) و است، بسته توابع تحت M

است). سور بدون فرمولهای همه کلاس نشان�دهنده

.f :M → N و باشند τ-ساختار ،N و M کنید فرض دیاگرام) (لم .۶.١.٣ لم

و اگر f : M qf→ N اگر تنها و اگر است) N به M از نشاننده ی f ، (یعن f : M ↩→ N (۱)

�دهد. م نتیجه را f : M ↩→ N ،f : M ≡
↩→ N بویژه، .(N , f [M]) |= Diag(M) اگر تنها

است. Diag(M) از مدل ی که باشد τ(M)-بسط ی N اگر تنها و Mاگر ↩→ N (۲)

طبق باشد. آنها نقیض یا اتم فرمولهای همه از مجموعه�ای ∆ دهید قرار ،(۱) اثبات برای برهان.

داریم: ،(١.١.٣) لم
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f : M ↩→ N ⇔ f : M qf→ N ⇔ f : M ∆→ N

.(N , f [M]) |= Diag(M) با است معادل (۵.١.٣) تذکر طبق که

آنگاه، �کند، م ارضاء Diag(M)را که Nباشد τ-بسط Nی ′ اگر �شود: م نتیجه (۱) از (۲)

�آید. م بدست f : M ↩→ N پس ،f(a) = aN
′
داریم a ∈M هر برای

، (یعن .M ≡ N همچنین اینرو از ،f : M ≡
↩→ N آنگاه ،f : M ∼= N اگر .٧.١.٣ گزاره

.(Th (M) = Th (N )

اینکه یعن ،f : M qf→ N که �دانیم م (١.١.٣) لم طبق برهان.

M |= φ(ā) ⇔ N |= φ(f [ā]) (∗∗)

است. برقرار ā ∈M چندتایی و φ ∈ qf هر برای

برای استقراء مراحل �کنیم. م بررس φ ∈ τ هر برای را (∗∗) ،φ پیچیدگ روی استقراء با

�کنیم. م بررس را وجودی سور مرحل فقط �باشد. م بدیه نقیض و عطف ترکیب

b ∈M هر برای فرضکنید .ā ∈Mn و ψ ∈ τn+۱ که باشد، ∃xψ(x, ā)بصورت φ دهید قرار

داریم:

.M |= ψ(b, ā) ⇔ N |= ψ(f [b], f [ā])

که: دهیم نشان بایست

.M |= ∃xψ(x, ā) ⇔ N |= ∃xψ(x, f [ā])

نوبه به اخیر، فرض این .M |= ∃xψ(x, ā) ⇔ M |= ψ(b, ā) ،b ∈ M هر برای که کنید توجه

f که آنجا از .N |= ψ(f [b], f [ā]) ه بطوری دارد وجود b ∈ M که است این با معادل خود،

اینرو از ،N |= ψ(c, f [ā]) ه بطوری دارد وجود c ∈ N اینکه با �شود م معادل پس �باشد، م پوشا

�آید. م بدست ،N |= ∃xψ(x, f [ā])

N |= Th (M)مجزای ساختار ی ،M ساختار برایهر کردن، پیدا برای �تواند م این .٨.١.٣ تذکر

یرید ب N مجزای دلخواه مجموعه ی به M از را �به�ی ی تابع ی f گیرد: قرار استفاده مورد
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، قبل گزاره طبق اینرو، از و f : M ∼= N آنگاه �کنیم. م تعریف قبل مطابق را N ساختار و

.N |= Th (M)

ساده پایایی قضایای ١.١.٣

�کنیم: م شروع ساده لم ی با

.(M,M) W∀ (N , N) حت و M W∀ N آنگاه .f : M ↩→ N کنید فرض .٩.١.٣ لم

.φ ∈ qf استکه ∀ȳ φ(x̄, ȳ)بصورتψ ، یعن باشد، دلخواه ∀-فرمول ψ(x̄)ی دهید قرار برهان.

Mداریم: از b̄ و ā چندتاییهای همه برای قسمت(۱)، (۶.١.٣) لم با

.M |= φ(ā, b̄) ⇔ N |= φ(f [ā], f [b̄])

Mرا |= ψ(ā) ،N |= ψ(f [ā]) ، یعن ،M |= ∀ȳφ(ā, ȳ) �دهد م نتیجه N |= ∀ȳφ(f [ā], ȳ)پس

�دهد. م نتیجه

زیرساختارها تحت (T فقط Mod(یا (T ) گوییم باشد. τ-نظریه ی T دهید قرار تعریف١٠.١.٣.

،M ⊆ N شرط Nبا Mو غیرته τ-ساختارهای برای ،N |= T اگر �شود) م حفظ است(یا بسته

�گویند. م نیز ارث اغلب را زیرساختارها» تحت بودن «بسته بدهد. نتیجه را M |= T

، یعن �شود، م حفظ نشاندن در همواره آن آنگاه شود، حفظ زیرساختارها در T اگر .١١.١.٣ تذکر

.M |= T Mآنگاه ̸= ∅ Mو ↩→ N |= T اگر

معادلند: زیر شرایط ،T ′ و T τ-نظریه هر برای .١٢.١.٣ لم

بنشیند. T از مدل در �تواند م T ′ از مدل هر (i)

.T∀ ⊆ T
′
(ii)

�شود. م نتیجه (٩.١.٣) لم از (i) =⇒ (ii) برهان.

کنیم. پیدا M ↩→ N با N |= T �خواهیم م .M |= T
′ و T∀ ⊆ T

′ دهید قرار .(ii) =⇒ (i)

است. T ∪Diag(M) سازگاری با معادل این قسمت(۲)، (۶.١.٣) لم طبق
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فرمولهای از ،φ(ā) متناه عطف ترکیب ی آنگاه باشد. ناسازگار T ∪Diag(M) فرضکنید

که آنجا از .T |= ¬φ(ā) اینرو از باشد، ناسازگار T ∪ φ(ā) ه بطوری دارد وجود Diag(M)

اما .∀x̄¬φ(x̄) ∈ T اینرو از ،T |= ∀x̄¬φ(x̄) �شود م نتیجه پس �شوند، نم ظاهر T در ā ثوابت

�دهد م نتیجه T∀ ⊆ T
′ و M |= T

′ آنگاه .∀x̄¬φ(x̄) ∈ T∀ پس ،(φ ∈ qf (چون ∀x̄¬φ(x̄) ∈ ∀

است. Mبرقرار در φ(ā) که است حقیقت این با متناقض که ،M |= ∀x̄¬φ(x̄)

که �دهد م نشان T∀ = T
′ .١٣.١.٣ تذکر

.Mod (T∀) = {M : M ↩→ N |= T}

�باشند. م T مدلهای از زیرساختارهایی دقیقاً که هستند T از نظریه�ای ،T∀ ∀-بخش، مدلهای ، یعن

که گرفت نتیجه �توان م پس

.T∀ = Th({M : M ↩→ N |= T})

معادلند: زیر شرایط ،Φ(x̄) ⊆ τn فرمولهای از مجموعه�ای و T τ-نظریه هر برای .١۴.١.٣ گزاره

هستند. T-معادل سان ی آزاد متغیرهای در τ ∀-فرمولهای از مجموعه�ای با Φ(x̄) (i)

آنگاه ،N |= Φ(ā) و M ⊆ N اگر ،ā ∈Mn هر و T از N و M مدلهای برای (ii)

آنگاه ،M ⊆ N اگر ،T از N و M مدلهای برای ر، دی عبارت به .M |= Φ(ā)

.(N ,M) VΦ(M) (M,M)

∀-جملات مجموعه ی با Φ(c̄) اگر تنها و اگر است برقرار (ii) که دهیم نشان کافیست برهان.

M∗ ⊆ N ∗ با τ(c̄)-ساختار ،N ∗ ∗Mو اگر است. T-معادل هستند) جدید ثوابت c̄ (که τ(c̄) در

ه بطوری دارد وجود ā ∈ Mn و ،M ⊆ N داریم ،N و M τ-تحویلهای برای آنگاه، باشند،

،(M, ā) ⊆ (N , ā) آنگاه ،M ⊆ N و ā ∈ Mn اگر برعکس، .N ∗ = (N , ā) و M∗ = (M, ā)

،Φ(c̄) τ(c̄)-جملات، مجموعه که است حقیقت این با معادل (ii) اینرو از هستند. τ(c̄)-ساختار

�شود. م حفظ هستند، T از مدلهایی خودشان τ-تحویلها که زیرساختارهایی تحت

τ(c̄) برای (٩.١.٣) لم از (ii) آنگاه باشد، T-معادل ∀-جملات مجموعه ی با Φ(c̄) اگر حال

�شود. م نتیجه
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هستند، T از مدلهایی خودشان τ-تحویلها که زیرساختارهایی تحت Φ(c̄) دهید قرار برعکس،

،(١٣.١.٣) تذکر طبق باشد. (τ(c̄) (در (T ∪ Φ(c̄)) ∀-بخش ی Ψ(c̄) دهید قرار �شود. حفظ

پایایی فرضیه تحت اینرو، از هستند. T ∪Φ(c̄)مدلهای از τ(c̄)-زیرساختارهایی مدلهایΨ(c̄)دقیقاً

معادل T ∪Ψ(c̄) و T ∪Φ(c̄) درنتیجه، هستند. T ∪Φ(c̄) مدلهایِ همواره T ∪Ψ(c̄) مدلهای فوق،

T-معادلند. ،Ψ(c̄) و Φ(c̄) ، یعن هستند،

T-معادل ∀-فرمول ی با φ(x̄) τ-فرمول ی باشد. τ-نظریه ی T فرضکنید .١۵.١.٣ نتیجه

هر برای و M ⊆ N شرط با N |= T و M |= T همه برای ،N |= φ(ā) اگر تنها و اگر است

بدهد. نتیجه را M |= φ(ā) ،ā ∈M

که �دهیم م نشان است. ،(١۴.١.٣) گزاره (i) قسمت با معادل Φ = {φ} با دوم، قسمت برهان.

با معادل ∀-فرمولها عطف ترکیب اما است. T-معادل ، متناه ∀-فرمولهای ( عطف (ترکیب با φ

منحصربفرد ∀-فرمول ی با φ که �گوید م مورد این در (i) قسمت بنابراین است. ∀-فرمول ی

است. موردنظر که است، T-معادل

باشد ψ جمله از مدل (N ⊆ M |= φ) φ جمله Mاز مدل از N زیرمدل هر (۱) .١۶.١.٣ نتیجه

یعن است، φ |= ψ برای درونیاب ی که دارد وجود چنان θ∀ عموم جمله آنگاه ،(N |= ψ)

.φ |= θ∀ |= ψ

باشد Ψ نظریه از مدل (N ⊆ M |= Φ) Φ نظریه از M مدل از N زیرمدل هر اگر همینطور (۲)

.Φ |= Θ∀ |= Ψ که دارد وجود چنان Θ∀ عموم نظریه آنگاه ،(N |= Ψ)

�شود) م حفظ (یا است بسته توسیعها Modتحت (T ) گوییم باشد. τ-نظریه ی T فرضکنید

بدهد. نتیجه را N |= T ،M |= T ،M ⊆ N شرط با N Mو غیرته τ-ساختارهای برای اگر

، یعن �شود، م حفظ نشاندن تحت همواره آن آنگاه شود، حفظ توسیعها تحت T اگر .١٧.١.٣ تذکر

.N |= T آنگاه ،M |= T Mو ↩→ N اگر
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برای ،f : M ∃→ N همواره آنگاه f : M ↩→ N اگر که �دهد م نشان دیاگرام لم عکس

�دهد، م نتیجه Mرا V∃ N ،M ↩→ N بویژه، �باشند. م نقیض∀-فرمولها معادل که ∃-فرمولها

�شوند. م حفظ توسیعها تحت ∃-جملات اینرو از

�باشد. م (١۵.١.٣) نتیجه دوگان زیر نتیجه

T-معادل ∃-فرمول، ی با φ(x̄) τ-فرمول ی باشد. τ-نظریه ی T فرضکنید .١٨.١.٣ نتیجه

باشیم داشته ،M ⊆ N شرط با N |= T و M |= T همه برای ،N |= φ(ā) اگر تنها و اگر است

بدهد). نتیجه را M |= φ(ā) ،ā ∈M هر برای ، (یعن ،M φ→ N

داریم: بویژه،

و اگر �شود م حفظ توسیعها تحت (T موضوعه اصول متناه نظریه (یا φ جمله .١٩.١.٣ نتیجه

باشد. ∃-عبارت ی معادل φ اگر تنها

اگر ، (یعن است بسته
∨

تحت که باشد τ-جملات از مجموعه�ای ∆ کنید فرض .٢٠.١.٣ لم

.(
∨
i<n φ ∈ ∆ همواره آنگاه ،φ۰, . . . , φn−۱ ∈ ∆

هر و M |= T هر برای اگر، تنها و اگر (T ⊆ T∆ ، (یعن است ∆-نظریه ی T τ-نظریه ی

.N |= T باشیم داشته ،N |= Th∆(M)

نظریه�های همه برای T ⊆ T
′
∆ اگر تنها و اگر است ∆-نظریه ی T که �کنیم م ادعا .٢١.١.٣ تذکر

است. تعریف قابل کامل نظریه هر برای لم این بنابراین .T از T ′ کامل

�پردازیم: م بالا لم اثبات به حال

پیدا را M |= T بایست فرض طبق .N |= T که کنیم بررس باید .N |= T∆ دهید قرار برهان.

.N |= Th∆(M) ه بطوری کنیم

چنین باشد، سازگار T ∪ Th¬∆(N ) اگر یرید. ب نظر در را ¬∆ = {¬δ : δ ∈ ∆} مجموعه

دهیم. نشان بایست را T ∪ Th¬∆(N ) سازگاری بنابراین دارد. Mوجود
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�دهیم. م نشان φ با را
∨
i<n δi جمله .N |=

∧
i<n ¬δi و (i < n) برای δi ∈ ∆ دهید قرار

از ،T |= φ آنگاه باشد، ناسازگار T ∪ {¬δi : i < n} اگر .φ ∈ ∆ فرض، طبق و، N |= ¬φ آنگاه

است. تناقض که ،N |= φ همواره بنابراین و φ ∈ T∆ اینرو

است ن مم ،(٨.١.٣) تذکر طبق که، دارد وجود M |= T ∪ Th¬∆(N ) مدل ی نتیجه در

شود. انتخاب N از مجزا

برای اثبات ی �توانیم م نیم، ب استفاده ∆ = ∃ که موردی برای را لم این اگر که کنید توجه

کنیم. بیان توسیعها پایایی قضیه

ی اگر تنها و اگر �شود م حفظ توسیعها تحت نظریه ی لوش) پایایی (قضیه .٢٢.١.٣ قضیه

باشد. ∃-نظریه

T نظریه کنید فرض �شوند. م حفظ توسیعها تحت ∃-نظریه�ها که �شود م دیده براحت برهان.

�کنیم. م اثبات را زیر ادعای ابتدا شود. حفظ توسیعها تحت

سازگار N |= Th∃(M) مدلهای همه و M ساختار هر برای Th (N ) ∪ Diag(M) (∗ ∗ ∗)

است.

آنگاه باشد. Diag(M) جملات از متناه عطف ترکیب ی φ(ā) دهید قرار :(∗ ∗ ∗) اثبات

اینرو از و M |= ∃x̄φ(x̄) که است واضح .M |= φ(ā) و ،ā ∈ M و است سور بدون φ

ی پس .N |= ∃x̄φ(x̄) داریم: همواره ،N |= Th∃(M) که آنجا از .∃x̄φ(x̄) ∈ Th∃(M)

(∗ ∗ ∗) و ،(N , b̄) |= Th (N ) ∪ {φ(ā)} آنگاه .N |= φ(b̄) ه بطوری دارد وجود b̄ ∈ N چندتایی

�شود. م نتیجه تمامیت قضیه از استفاده با

هرگاه ،N |= T که �دهیم م نشان فقط ، قبل لم طبق است، ∃-نظریه ی T اینکه اثبات برای

از مدل ی (∗ ∗ ∗) شرط باشند. مشابه N و M کنید فرض .N |= Th∃(M) و M |= T

و M ↩→ N ′ داریم: �نامیم، م N ′ و است، τ-تحویل که �دهد، م نتیجه Th (N ) ∪ Diag(M)

.N |= T پس ،N ′ |= T �شود م نتیجه پایایی طبق .N ≡ N ′

از ā دنباله هر و T از A مدل هر برای اگر است T پیمانه به ψ با معادل φ گوییم .٢٣.١.٣ تعریف

باشیم: داشته ،A
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.A |= φ(ā) ⇔ A |= ψ(ā)

.T |= ∀x̄(φ↔ ψ) اگر تنها و اگر است T پیمانه به ψ(x̄) با معادل φ(x̄) بنابراین

و باشد τ اول مرتبه زبان در نظریه ی T دهید قرار ( لوش-تارس پایایی (قضیه .٢۴.١.٣ قضیه

معادلند: زیر شرایط آنگاه باشد. τ فرمولهای از مجموعه�ای Φ(x̄)

،B |=
∧

Φ(ā) و A عناصر از دنباله�ای ā و A ⊆ B و باشند T از مدلهایی B و A اگر (a)

�شود.) م حفظ T مدلهای برای زیرساختارهایی تحت Φ) .A |=
∧

Φ(ā) آنگاه

است. معادل τ ∀-فرمولهای از Ψ(x̄) مجموعه ی با T پیمانه به φ (b)

برعکس، �شوند). م حفظ زیرساختارها تحت ∀-فرمولها (چون است واضح (b) ⇒ (a) برهان.

قرار �کنیم. م اثبات است، جملات از مجموعه ی Φ که فرض این با را (b) کنید. فرض را (a)

دقیقاً Ψ مدلهای ،T به محدود مدلهای در ،(١٣.١.٣) تذکر طبق باشد. (T ∪ Φ)∀ برابر Ψ دهید

است. Φ از مدل ی خودش زیرساختار هر ،(a) طبق اما هستند. Φ مدلهای از زیرساختارهایی

معادلند. T پیمانه به Ψ و Φ بنابراین

از زیرساختارهایی Φ(x̄)تحت اگر �آید. م بدست τ به c̄ ثوابتجدید کردن اضافه با را τ(c̄) زبان

زیرساختارهایی در بایست Φ(c̄) که �بینیم م آنگاه هستند، T از مدلهایی که شود حفظ τ-ساختارها

است، جملات از مجموعه ی Φ(c̄) اما �شود. م حفظ هستند، T از مدلهایی که τ(c̄)-ساختارها از

است. T پیمانه به τ(c̄)جملات-∀ از Ψ(c̄) مجموعه ی با معادل Φ(c̄) که �دهیم م نشان بنابراین

است معادل τ(c̄) زبان در T پیمانه به Ψ(x̄) با Φ(x̄) بنابراین ،T |= ∀x̄(
∧

Φ(x̄) ↔
∧

Ψ(x̄))پس

معادلند. τ در همواره ازاینرو و

تنها نه لوش-تارس قضیه به ما دیدگاه هستند. پایایی قضایای به معروف ل ش این به قضایایی

عبارت به است؛ معناشناس و نحو به مربوط قضیه ی بعنوان ه بل است، پایایی قضیه ی بعنوان

باشد. وجودی اول مرتبه فرمول از معناشناخت توصیف �تواند م ر، دی

ψ جمله از مدل (N ⊇ M |= φ) φ جمله Mاز مدل از N توسیع هر اگر (۱) .٢۵.١.٣ نتیجه

.φ |= θ∃ |= ψ یعن دارد، وجود φ |= ψ درونیاب θ∃ وجودی جمله ی آنگاه ،(N |= ψ) باشد
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،(N |= Ψ) باشد Ψ نظریه از مدل (N ⊇ M |= Φ) Φ نظریه Mاز مدل از N توسیع هر اگر (۲)

.Φ |= Θ∃ |= Ψ که دارد وجود چنان Θ∃ وجودی نظریه ی آنگاه

دهید قرار و نباشند، φ زبان در که کنید فرض جدید موضع تک محمولات را U۲ و U۱

تحت پایایی آنگاه باشد. Ui در φ فرمول شده نسبی�سازی نتیجه φUi دهید قرار .U = {U۱, U۲}

است: شده بیان زیر معتبر شرط با φ برای توسیعها

.∀x(U۱x→ U۲x) ∧
∧
Uix ∧ φU۱(x) |= φU۲(x)

ی (٨.١.٢) قضیه هستند. U-نسبی�شده اینجا در شده ظاهر فرمولهای همه که کنید توجه

�دهد. م بدست ،U۲ شدن ظاهر مثبت با تنها و U۱ شدن ظاهر بدون ،χ(x) U-نسبی�شده درونیاب

که �یابیم م در فرض، در U۱ = U۲ که ویژه حالت به توجه با است. وجودی کاملا χ نتیجه در

ترکیبات این در ∀xU۲x مورد به توجه با کردن محدود این بر علاوه .
∧
U۲x ∧ φU۲ |= χ |= φU۲

زبان در که �آید، بدست χ′ فرمول ی تا �کنیم م زین جای ⊤ با را U۲y اتمهای همه χ در ، ∧شرط
U۲x ∧ φU۲ دوی هر ویژه حالت این در که آنجا از است، φ معادل و �باشد، م وجودی کاملا ،φ

چندگونه درونیابی شرایط و وجودی پایایی بین مشابه ارتباط که کنیم توجه هستند. φ معادلِ φU۲ و

[٨] در ففرمن توسط چندگونه درونیابی برای کاربرد ی عنوان به �شود)، م بررس بعدی بخش (در

است. شده بحث

که (روش بودن مثبت و نواخت ی بر متمرکز کلاسی پایایی قضیه مشابه بحث معمول، بطور

که است این بالا در ظریف نکته �دهد. م ارائه �شود) م نتیجه لیندون درونیابی قضیه از مستقیم بطور

حاضر نسبی�شده تصویر در که آن همانند بودن، /مثبت نواخت ی و توسیع/وجودی پایایی پدیده�های

�شوند. م داده نسبت مشابه منبع به بود،

چندگونه درونیابی قضیه ٢.٣

که �کنیم م فرض اینجا در یرید. ب نظر در رابطه�ای زبان ی در را n-گونه اول مرتبه منطق

ترجمه هستند. مجزا هم از گونه�ها و �شوند م نوشته گونه�ها به نسبت متغیرها و محمولات تمام
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با (A۱, . . . , An, R, . . .) چندگونه رابطه�ای ساختار ی تبدیل تک�گونه، چارچوب در استاندارد

که است
∪
Ai دلخواه) ابرمجموعه (ی A جهان که است ساختار ی داخل Ai مجزای گونه�های

متفاوت گونه�های با متفاوت زیردامنه�های که دارد را U۱, . . . , Un جدید موضع تک محمولات

بطور چندگونه اول مرتبه فرمول یریم، ب نظر در را U = (U۱, . . . , Un) اگر �دهد. م نشان را

داشته وجود آزاد متغیرهای اگر شود توجه باید �شود. م ترجمه U-نسبی�شده فرمول به طبیع

محدود تلویح طور به خود، خاص گونه به آزاد متغیر هر چندگونه چارچوب در ه زمانی تا باشند:

همواره باید �گیرد. م صورت صریح بطور تبدیل این معناشناس تحدید در متناظراً �شود، م

ترکیب ی به چندگونه معتبر شرط ترکیب ی شود. توجه شرط ترکیبات ترجمه به نسبت

صورت تک�گونه�ای ساختارهای در تحدید این فقط �شود م تبدیل U-نسبی�شده تک�گونه شرط

که هستند ساختارهایی این�ها �شوند. م چندگونه ساختارهای اصل رمزنگاری باعث که �گیرد م

محدود آن مشخص گونه به مطابق Us زیردامنه�های حاصلضرب به R رابطه هر دارند. مجزا Us
برای اما �شود. م تعبیر است، آن گونه با مطابق که Us(i) از عنصری به xi آزاد متغیر هر و �شود، م

از آن متغیر هر ه زمانی �گوییم م خوش�ساخت چندگونه، فرمول (به خوش�ساخت چندگونه فرمول

هرچند زیرا است ضروری غیر ،R رابطه�های تعبیر به مربوط تحدید شود)، انتخاب مناسب گونه

(به �گذارند. نم ترجمه فرمول معناشناس در تاثیری باز باشند نامناسب گونه�های از R-اتمها

گونه�های به آزاد متغیرهای تحدید شوند). محدود مناسب گونه�های به آزاد متغیرهای که شرط

در ار آش ل مش است مانده باق آنچه بنابراین است. شده ساخته زیر در صریحاً خود، مربوطه

و حل زیر معکوس تبدیل پرتو در که است، Us زیردامنه�های اشتراک مقابل در بودن مجزا مورد

شده معین گونه دلخواه ساختار ی A = (A,U۱, . . . , Un, R, . . .) دهید قرار است. شده فصل

رابطه ی برای باشد. ،i = ۱, . . . , k برای ai ∈ UA
s(i) ه بطوری a = (a۱, . . . , ak) ∈ Ak با

و ،Ǔs = UA
s × {s} دهید قرار ،(s۱, . . . , sr) گونه از R r-موضع

.Ř = {a = ((a۱, s۱), . . . , (ar, sr)) | (a۱, . . . , ar) ∈ RA}

φU و باشد، Ss(i) گونه از xi آزاد متغیر با خوش�ساخت چندگونه فرمول ی φ(x۱, . . . , xk) اگر

آنگاه باشد، مناسب Us به φ در سور هر نسبی�سازی نتیجه
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.A |= φU[a] ⇐⇒ (Ǔ۱, . . . , Ǔn, Ř, . . .) |= φ[(a۱, s۱), . . . , (ak, sk)]

این ،φ نوع این زیرا است، درست نیز باشد، تساوی دارای φ ه زمانی حت باشید داشته توجه

این با کند. متصل بهم را گونه همان از متغیرهایی �تواند م فقط تساوی اتم که �رساند م را مفهوم

،x۱, . . . , xk آزاد متغیرهای از ترکیبی با ،φ |= ψ چندگونه معتبر ترکیبشرط ی ، مفروضاتذهن

فرمول میان معتبر تک�گونه شرط ترکیب که �کنیم م پیدا را ،s(i) گونه از xi

�دهد: م نتیجه را U-نسبی�شده

∧
xi∈free(φ)

Us(i) ∧ φU |=
∧

xi∈free(ψ)

Us(i) → ψU (١.٣)

هستند. مناسب گونه با فرمول این در سور هر نسبی�سازی نتیجه ψU و φU که

مشترک x۱, . . . , xk آزاد متغیرهای دارای ،ψ و φ اینکه به �دهیم م اختصاص را حالت اولین

�دهد: م کاهش را آن اصل در کل حالت اما �کند، م ساده�تر را تحلیل و تجزیه فرض این باشند.

مجزا زوجهای z و y و x و شده ذکر آزاد متغیرهای تمام با ψ = ψ(x,z) و φ = φ(x,y) اگر

درونیاب ی خودبخود بطور این، بر علاوه y∃؛ φ |= ∀z ψ �دهد م نتیجه φ |= ψ آنگاه باشند،

بر�گردیم. زیر کل حالت به باید حال است. نیز ،φ |= ψ اخیر شرط ترکیب برای مناسب

قرار مساوی با یرید. ب نظر در ψ و φ آزاد متغیرهای گونه�هایِ از مجموعه�ای را free− sorts

U از زیرمجموعه�ای عنوان به را free−sortsاست ن مم Uآن، محمول رمزنگاری با گونه ی دادن

χ(x۱, . . . , xk)درونیاب ی (١.٣) ترکیبشرط در (٨.١.٢) قضیه مستقیم کاربرد با کنیم. تصور

و است U-نسبی�شده که �شود م نتیجه

.occ(χ) ⊆ (occ(φU) ∪ free− sorts×{+})∩ (occ(ψU) ∪ free− sorts×{−}) (٢.٣)

که آنجا از کنید، توجه اما شود. ترجمه چندگونه فرمول به بلافاصله که نیست بفرم ابتدا از χ حال

فرضشده مناسب نوع از χ آزاد متغیرهای تمام است ن مم ،
∧
i Us(i)xi ∧ φU |= χ(x۱, . . . , xk)

ظاهر محمولات همه و است، مانده باق χ در R شده ظاهر اشتباه به محمولات تمام حذف باشند.

χ در کراندار متغیر هر کلیت، از کاستن بدون �شوند. م نسبی�سازی صریحاً تکرار از جدا Us شده
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-R هر �شود. م داده نسبت آن به بفرد منحصر گونه�ای نتیجه در و ��شود، م سوری�سازی بار ی کاملا

�شود، م زین جای ⊥ توسط آید بدست نامناسب گونه ی از روش این در است ن مم که χ در اتم

باشد، Us از متفاوت گونه هر به شده داده نسبت متغیر ی y زمان هر ،Usy اتمهای برای که همان

.٣) شرط ترکیب برای مناسب درونیاب ی χ′ شده نتیجه فرمولِ است بدیه �گیرد. م صورت

بوجود چندگونه ساختارهای تک�گونه رمزگذاری عنوان به که ساختارهایی همه تحدید در است، (١

�کنند. نم معرف را جدیدی رخدادهای مهارتها این از هیچ�ی که �شود م مشاهده همچنین �آیند. م

ترکیبات φ |= χ
′ و χ′ |= ψ که شود، تلق خوش�ساخت چندگونه فرمول ی است ن مم χ′ بنابراین

هستند. معتبر چندگونه شرط

،ψ و φ اصل زبان در محمولات به توجه با :(χ′ در (یا χ در شده ظاهر محمولات برای حال

درونیابی چندگونه نوع ی (٢.٣) �رود م انتظار که ،occ(χ′
) ⊆ occ(χ) ⊆ occ(φ)∩occ(ψ) داریم

سوری�سازی که گونه�هایی تحلیل و تجزیه برای �توانند م U-رخدادها این، بر علاوه باشد. لیندون

شوند. استفاده شده�اند، عموم یا وجودی شده

سوری�سازی φ در که باشد گونه�هایی از مجموعه�ای نشان�دهنده ∃ - sotrs(φ) کنید فرض

سوری�سازی φ در که باشد گونه�هایی از مجموعه�ای نشان�دهنده ∀ - sorts(φ) و شده�اند، وجودی

گونه�های از مجموعه�ای را sorts(φ) و یرید)، ب نظر در را φ منف نرمال (صورت شده�اند، عموم

دهید. قرار φ در ظاهرشده

و sorts(χ′
) ⊆ sorts(φ) ∩ sorts(ψ) که �کند م بیان (٢.٣) سپس

∃ − sorts(χ
′
) ⊆ ∃ − sorts(ψ) ∩ (∃ − sorts(φ) ∪ free− sorts)

∀ − sorts(χ
′
) ⊆ ∀ − sorts(φ) ∩ (∀ − sorts(ψ) ∪ free− sorts).

نظر در ندارند، سان ی آزاد متغیرهای به نیازی که را ψ(x,z) و φ(x,y) فرمولهای کل حالت در

بدست φ |= ψ برای متناظر درونیاب ی همواره ∃z ψ(x,z) و ∃y φ(x,y) عبارت یرید. ب

گونه�های به توجه با هستند. ψ و φ مشترک متغیرهای میان در آن آزاد متغیرهای که �آورد، م

∃− sorts(φ)∪ با را ∃− sorts(φ) فوق، تحلیل و تجزیه در ( (عموم وجودی شده سوری�سازی

�کنیم. م زین جای ∀ − sorts(ψ) ∪ free − sorts(ψ) با را ∀ − sorts(ψ) و free − sorts(φ)

که �آید، م بدست زیر شرح به چندگونه درونیابی قضیه نتیجه در �ماند. م باق تغییر بدون چیز همه
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شده داده تعمیم [١٧] در استرن توسط و است [٨ ،٧] ففرمن چندگونه درونیابی قضیه به مربوط

است.

شرط ترکیب ی φ |= ψ اگر باشند. چندگونه رابطه�ای فرمولهای ψ و φ فرضکنید .١.٢.٣ گزاره

فرمول ی ، یعن دارد، وجود φ |= ψ برای χ چندگونه لیندون درونیاب ی آنگاه باشد، معتبر

و ،φ |= χ و χ |= ψ که دارد وجود چنان χ چندگونه

(i) free(χ) ⊆ free(φ) ∩ free(ψ).

(ii) sorts(χ) ⊆ sorts(φ) ∩ sorts(ψ).

(iii) occ(χ) ⊆ occ(φ) ∩ occ(ψ).

(iv) ∃ − sorts(χ) ⊆ ∃ − sorts(ψ) ∩ (∃ − sorts(φ) ∪ free− sorts(φ)),

∀ − sorts(χ) ⊆ ∀ − sorts(φ) ∩ (∀ − sorts(ψ) ∪ free− sorts(ψ)).

ی که �گوید م (iv) شرط آزاد) متغیرهای بدون ، (یعن جملات مورد در که باشید داشته توجه

سوری�سازی ψ و φ دوی هر آن در اگر فقط �شود م ( (عموم وجودی شده سوری�سازی χ در گونه،

[١٧] در که �باشد م استرن قضیه از ویژه�ای حالت زیر نتیجه بنابراین باشد. ( (عموم وجودی شده

است. شده بیان

(استرن) .٢.٢.٣ نتیجه

باشد، شرط ترکیب ی φ |= ψ اگر آزاد: متغیرهای بدون ψ و φ چندگونه رابطه�ای جملات برای

چنان χ چندگونه جمله ی ، یعن دارد، وجود φ |= ψ برای χ چندگونه لیندون درونیاب ی آنگاه

و ،φ |= χ و χ |= ψ که دارد وجود

(i) sorts(χ) ⊆ sorts(φ) ∩ sorts(ψ).

(ii) occ(χ) ⊆ occ(φ) ∩ occ(ψ).

(iii) ∃ − sorts(χ) ⊆ ∃ − sorts(ψ) ∩ ∃ − sorts(φ),

∀ − sorts(χ) ⊆ ∀ − sorts(φ) ∩ ∀ − sorts(ψ).

تعمیم و شود استفاده (١.٣) شرط ترکیب است ن مم آزاد، متغیر با فرمولهای برای همواره اما

حداقل به م ح فرضو میان شده ظاهر محمولات نوع با مطابق روش چنین در Us(i)xi شرایط نوع
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در ندارند. طرف دو هر در تکرار به نیازی آزاد مشترک متغیرهای شرایط است بدیه بویژه، �رسد. م

،(free−sorts گونه�های (از دارند مشترک آزاد متغیرهای که ψ و φ مورد در نمونه برای روش، این

شرط با (iv) شرط ،free− sorts ⊆ F۱ ∪F۲ ه بطوری گونه�ها، از F۲ و F۱ مجموعه�های برای که

�شود م زین جای زیر

(iv
′
) ∃ − sorts(χ) ⊆ ∃ − sorts(ψ) ∩ (∃ − sorts(φ) ∪ F۱),

∀ − sorts(χ) ⊆ ∀ − sorts(φ) ∩ (∀ − sorts(ψ) ∪ F۲).

قضیه بویژه، است. [١٧] در ٢.١ قضیه ففرمن، قضیه از استرن تعمیم در صریحاً مشابه تغییرات

است: زیر شرح به (١.٢.٣) گزاره با متناظر [٨ ،٧] ففرمن اصل چندگونه درونیابی

ی φ |= ψ اگر باشند. چندگونه رابطه�ای فرمولهای ψ و φ کنید فرض (ففرمن) .٣.٢.٣ قضیه

ه بطوری دارد وجود ،φ |= χ و χ |= ψ ،χ چندگونه درونیاب آنگاه باشد، معتبر شرط ترکیب

(i) free(χ) ⊆ free(φ) ∩ free(ψ).

(ii) sorts(χ) ⊆ sorts(φ) ∩ sorts(ψ).

(iii) �شوند. م ظاهر ψ و φ دوی هر در χ در محمولات همه

(iv) ∃ − sorts(χ) ⊆ ∃ − sorts(ψ), ∀ − sorts(χ) ⊆ ∀ − sorts(φ)

نشان [١] در نیز و [٨ ،٧] در متعددی کاربردهای در ففرمن چندگونه درونیابی قضیه توانایی

همانطور آن، از مستقیم بطور همواره توسیع/وجودی کلاسی پایایی قضیه بویژه، است. شده داده

مربوط فقط (١.٢.٣) قضیه ففرمن، قضیه کامل نوع با مقایسه در �شود. م نتیجه شد، ذکر قبلا که

(درست ما نوع ر دی سوی از �باشد. م نامتناه فصل و عطف با منطقهای بجای اول مرتبه منطق به

بسیار خطوط طول در اینکه از صرفنظر ر، دی جهت دو در ففرمن قضیه از فراتر استرن) تقویت مانند

غائب (٣.٢.٣) قضیه در ظاهرشده، محمولات قطبی�سازی در لیندون شرط آمده: دست به متفاوت

از قوی�تر کل طور به و است متقارن عموم و وجودی شده سوری�سازی گونه�های شرط و است
�باشند.١ م ففرمن قضیه در مربوط شرایط

در صریح شرایط از استفاده نیستند؛ ناته الزاماً ما نوع�های که است دلیل این به واقعیت این که است ذکر ١شایان

�دهد. م نتیجه [٨ ،٧] در بحث به نسبت را متقارن�تری و محدودتر شرایط هم باز اصل فرمول



۶۴ جدید درونیابی قضیه کاربردهای .٣ فصل

بِنثم فون پایایی قضیه ٣.٣

�شویم. م یادآور چو فضاهای مورد در را مطالبی بِنثم، فون پایایی قضیه بیان از قبل

چو فضای به مربوط قضایای و تعاریف ١.٣.٣

خواص �باشند. م ریاض ساختار در کل بطور و اطلاعات ساختار در جدید مدل ی چو فضاهای

ن مم نیز آنها ونه چ �دهیم م نشان �باشد. م یافته توسعه رسته�های از صورت عنوان به معمولا آنها

اطلاعات از دقیق جریان و شوند، نمایشداده دو�گونه اول مرتبه زبان ی برای مدلهایی عنوان به است

�کنیم. م تعیین را طبیع چو تبدیل سراسر در

چو فضای ٢.٣.٣

داخل R دوتایی رابطه ی و X و A دامنه�های با (A,X,R) ساختار ی ارزش دو چو فضای

،R = “ |= ” یا و A = «اشیاء» ،X = «مجموعه�ها» ،R = “ ∈ ” مثال: برای �باشد. م A ×X

.A = «نشانه�ها» ،X = «نوعها» ،R = «رده�بندی» یا و A = «مدلها» ،X = «فرمولها»

روی متغیرهایی با دو�گونه اول مرتبه زبان برای مدلهایی عنوان به طبیع طور به چنین فضاهایی

البته، �شوند. م گرفته نظر در «نوعها» روی x متغیرهای و «اشیاء» گفت) خواهیم که (همانگونه

آنهایی مانند کنید، استفاده اینجا در را اول مرتبه منطق یافته توسعه ر دی زبانهای �توانید م همچنین

عمل در اما هستند، k-موضع رابطه R ی چو عموم فضاهای هستند. دوم مرتبه یا نامتناه که

استفاده چو فضای سراسر در را “ ∈ ” نماد راحت برای ادامه، در دارند. برتری دو�گونه مثالهای

�کنیم. م

چو تبدیلات ٣.٣.٣

f : A→ B توابع از جفت ی N = (B, Y,∈) Mو = (A,X,∈) چو فضای دو میان چو تبدیل

�کند: م صدق زیر شرایط در که است g : Y → X و
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جریان و پایایی فرمولهای ۴.٣.٣

را این �توانیم م �شود؟ م حفظ تبدیل چنین با متصل چو فضاهای بین کلیدزن در اطلاعات چه

است. پایایی قضیه برای درخواست که کنیم مشاهده استاندارد مدل نظریه در سوال ی عنوان به

�سازد: م روشن را داریم که آنچه انعکاس زیر نحوی مفهوم

�شود: م تولید زیر شمای با که است اول مرتبه فرمول جریان، فرمول

a ∈ x | ¬a ∈ x | ∧ | ∨ | ∃a | ∀x

چو فضاهای در را زیادی مفید مفاهیم �توانند م φ(a۱, . . . , ak, x۱, . . . , xm) جریان فرمولهای

است: شده آورده نمونه چند اینجا در نوع. m و ء ش k میان روابط ، کل بطور کنند: تعریف

∀x(¬a۱ ∈ x ∨ a۲ ∈ x) @ اشیاء» «شمول

∀x(¬a۱ ∈ x ∨ ¬a۲ ∈ x) � اشیاء» «ناسازگاری

∃a(a۱ ∈ x ∧ a۲ ∈ x) o نوع» «اشتراک

تیره، (نمادهای باشیم داشته اگر �نامیم م شده چو-حفظ اول مرتبه فرمول را ϕ .١.٣.٣ تعریف

�دهد): م نشان را نوعها و اشیاء از «مناسب» متناه چندتاییهای

M,a,g(y) |= ϕ ⇒ N, f(a),y |= ϕ

�Nباشد. Mو میان چو تبدیل ی (f, g) هرگاه

است. برقرار نیز ϕ اول مرتبه غیر فرمولهای برای نیز مفهوم این البته،
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است. شده حفظ چو جریان، فرمولهای همه .٢.٣.٣ گزاره

برای f(a) ∈ y ⇔ a ∈ g(y) هم�ارزی در چو مشخصه با فوق، تعریف در استقراء این برهان.

�شود. م شروع آنها نقیض یا اتم فرمولهای

هستند. نواخت ی اشیاء شمول به توجه با چو تبدیلات .٣.٣.٣ تذکر

توصیفنحوی ،gجهت در برعکس، اما �کنیم. م تشریح f جهت در را پایایی فقط ما .۴.٣.٣ تذکر

با �شود م معادل شرط ترکیب داخل در نقیض کردن وارد (با است زیر شرح به شده حفظ فرمول

:(“N |= ¬ϕ⇒ M |= ¬ϕ”

a ∈ x | ¬a ∈ x | ∧ | ∨ | ∀a | ∃x

X و Aنقش تبادل آن در که �کند، م پیش�بین را چو فضاهای دوگانگ همان دقیقاً نتیجه این

�کند. نم تفاوت

�دهد م نتیجه را متناه مدلهای در چو تبدیل جریان، پایایی ۵.٣.٣

گرفته الهام نتیجه ی به این، اثبات از قبل �شوند. م حفظ چو تبدیلات تحت جریان فرمولهای فقط

�پردازیم. م شهودی منطق از شده

معادلند: زیر ادعاهای ،N Mو متناه چو فضاهای برای .۵.٣.٣ گزاره

دارد. Nوجود Mبه از چو تبدیل ی .١

است. درست Nنیز در ،M در درست جریان جمله هر .٢

Aو است: زیر بشرح ،(۲) → اثبات(۱) �باشد. م قبل گزاره از ویژه�ای حالت ،(۱) → (۲) برهان.

موردنظر f تابع مرحله به مرحله �شماریم. م {y۱, · · · , ym} و {a۱, · · · , ak}بصورت بترتیب را Y

f(a) ∈ B ء ش به را f تدریجاً که است این ایده �سازیم.) م مشابهاً نیز را g (تابع �سازیم. م را

خواص در b ∈ B هیچ که کنید فرض دهیم. نسبت �کند، م صدق جریان خواص در که a ∈ A در

،γb جریان فرمول برای که است معن این به ندارد. وجود �کند، م صدق a۱ ∈ M برای که جریان

داریم:
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.M, a۱ |= γb ; N, b |= γb

�کنیم): م استفاده ∃-بستار | ∧ از (اینجا �کند م صدق جریان فرمول Mدر بنابراین،

.∃a ∧b∈B γb

صلاحیت رد شاهد ی بعنوان b ∈ B هر اما باشد. Nبرقرار در باید اخیر فرمول ،(۲) شرط طبق اما

انتخاب ی خلف، برهان طبق بنابراین، است. γb عطف ترکیب فاقد «آن» که آنجا از �شود، م

دهیم قرار �توانیم م و باشد، داشته وجود باید b۱ مناسب

.f(a۱) = b۱

این، بر علاوه برد. ار ب A همه در f مقادیر تولید برای متوال تکرارهای با �توان م را استدلال این

که داد، قرار استفاده مورد g تابع مقادیر کردن پیدا برای مخالف جهت در را آن �توان م همواره

x ی جستجوی موقع در ، یعن �شوند. م حفظ تغییر بدون N به M از جریان فرمولهای دوباره

و �شود، م رد δy ی با نباشد برقرار هدف این برای که xiای هر �کنیم م فرض ،y۱ برای مناسب

( ∀-بستار | ∨ دوگان از استفاده (با بصورت جریان فرمول ی از استفاده با سپس

∀x ∨y∈Y δy

�آید. م Nبدست Mبه از تناقض ی

اول مرتبه پایایی قضیه ۶.٣.٣

N Mو مدلهای همواره، اگر �دهد م نتیجه را ψ چو تبدیلات امتداد در ϕ �گوییم م تعریف٣.٣.۶.

باشند: چو-نسبی�شده f, g طریق از

.M,a,g(y) |= ϕ ⇒ N, f(a),y |= ψ

باشیم: داشته را زیر قضیه �توانیم م پس

معادلند: زیر جمله دو ،ψ و ϕ اول مرتبه فرمولهای همه برای .٧.٣.٣ قضیه
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�دهد. م نتیجه را ψ چو تبدیلات امتداد در ϕ .١

.ϕ |= α |= ψ ه بطوری دارد وجود α جریان فرمول ی .٢

فرض ،(۱) → (۲) اثبات برای �باشد. م (۵.٣.٣) گزاره اثبات مثل ،(۲) → (۱) اثبات برهان.

�کنیم م تعریف ابتدا، �دهد. نتیجه را ψ چو تبدیلات امتداد در ϕ که کنید

.FF (ϕ) =def { جریان فرمول ی α | ϕ |= α}

کنیم. ثابت را ادعا این کافیست .FF (ϕ) |= ψ که �کنیم م ادعا

شمارش�پذیر مدل هر بنابراین دارد. وجود فشردگ توسط که است نیاز مورد جریان درونیاب

است.) کاف ولم لونهایم-اس قضیه مورد این (در یرید. ب نظر در FF (ϕ) برای Nرا = (B, Y,∈)

استفاده با باشد. جملاتجریان از �هایی منف N-درست تمام از مجموعه�ای Th¬FF (N) دهید قرار

داریم ، فصل ترکیب تحت جریان فرمولهای بودن بسته از

است. ارضاپذیر متناهیاً Th¬FF (N) ∪ {ϕ}

ه بطوری دارد وجود Th¬FF (N) ∪ {ϕ} Mبرای = (A,X,∈) (شمارش�پذیر) مدل ی بنابراین،

است: برقرار γ جریان فرمولهای همه برای زیر شرط ترکیب

.M |= γ ⇒ N |= γ

بازگشت اشباع�شده مدل جفت ی (M,N) که کنیم فرض �توانیم م حت کلیت، از کاستن بدون

مدل هر که: است این بازگشت اشباع�شده مورد در نکته ی دارد. را تبدیل خواص همان که است

.(۴٢.١.٢ نتیجه (طبق دارد. مقدمات اشباع�شده بازگشت توسیع ی شمارش�پذیر

باشیم. داشته بازگشت اشباع�شده از استفاده با را بحث این آسان به متناه مدلهای برای �توانیم م اما،

بخش که کنید فرض ، کل حالت در �شماریم. م (y۱, y۲, . . .) و (a۱, a۲, . . .) بترتیب را Y و A

فرمولهای تمام که کنید فرض بعلاوه، است. شده ساخته حاضر حال در (f, g) جفت از متناه

متناظراً و Mهستند، در g برد g(y) نوع و f دامنه در a اشیاء از مجموعه�ای آزادِ متغیرهای جریان

�کنند: م صدق زیر شرط ترکیب در ،N در y ،f(a)

.M,a,g(y) |= γ ⇒ N, f(a),y |= γ (∗)
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M در اشیاء برای مورد این اینجا در دهیم. توسیع روش دو هر در را وضعیت این �توانیم م پس

مجموعه دهید. قرار f-ارزش بدون A در ء ش اولین را a∗ است). مشابه نیز N در انواع (برای

شرط ترکیب در جریان فرمولهای روی γ که یرید، ب نظر در زیر ل ش به را بازگشت فرمولهای تمام

�شود: م اجرا راست- طرف در a آزاد ء ش متغیر ی -بجز قبل

.γM(a,g(y), a∗) → γN(f(a),y, a)

خواص از متناه تعداد برای زیرا است، ارضاپذیر متناهیاً (M,N) مدل جفت در مجموعه این

∧|∃-بستار): از استفاده (با دهیم یل تش را زیر جریان عبارت �توانیم م ،M در a∗ ،γi جریان

.∃a ∧i γi(a,g(y), a)

مقدار ی �توانیم م بنابراین .((∗) شرط ترکیب تبدیل با (براحت است درست N در همواره که

اشباع�شده البته اما، کنیم. پیدا را �کند م صدق متناه شرط ترکیبات همه در که B در a برای

بطور جریان شرط ترکیبات مجموعه سراسر در که b ∈ B برخ دارد وجود حت است، بازگشت

آوریم. بدست a∗ ء ش برای را f-ارزش موردنظر ء ش این �توانیم م و �کند، م صدق همزمان

از اما است، مشابه ،y ∈ Y نوع اولین Mبرای در g-ارزش ی تولید مخالف، جهت در استدلال

M از چو تبدیل ی N ،M |= ϕ داریم سرانجام �کنیم. م استفاده ∧|∀-بستار جریان فرمولهای

.M |= ψپس و است،

معادلند: زیر جمله دو ،ϕ اول مرتبه فرمولهای همه برای .٨.٣.٣ نتیجه

�شود. م حفظ چو تبدیلات تحت ϕ .١

دارد. وجود ϕ با معادل منطقاً α جریان فرمول ی .٢

دهیم. قرار ϕ با معادل را ψ مجموعه قبل قضیه در کافیست برهان.

بِنثم فون پایایی قضیه ٧.٣.٣

رابطه�ای ساختارهای بعنوان ،({۰,۱} (روی چو فضاهای زمینه در [٢] جدید رده�بندی نتیجه این

از تعبیری E که �گوییم م است. شده گرفته نظر در (۱,۲) نوع از E دوتایی ی در دو�گونه



٧٠ جدید درونیابی قضیه کاربردهای .٣ فصل

است. دوم و اول گونه دکارت حاصلضرب از زیرمجموعه�ای

و A = (A۱, A۲, E
A) دو�گونه E-ساختارهای جمله دو بین چو تبدیل .٩.٣.٣ تعریف

ه بطوری است g : A۲ → B۲ و f : A۱ → B۱ نگاشت جفت ی ،B = (B۱, B۲, E
B)

:β ∈ B۲ و a ∈ A۱ هر برای

.(a, g(β)) ∈ EA ⇐⇒ (f(a), β) ∈ EB

این تحت دوم گونه ه حالی در است، همریخت ی چو تبدیل تحت اول گونه که کنید توجه

است: زیر شرح به چو تبدیل �باشد. م همریخت معکوس ی تبدیل

اول: گونه در توسیعها (a)

A۱ ⊆ B۱, A۲ = B۲,A ⊆ B, f, g = id.

دوم: گونه در تحدیدها (b)

A۱ = B۱, A۲ ⊇ B۲,A ⊇ B, f, g = id.

�دهیم. م نشان v با را دوم گونه و x با را اول گونه متغیرهای

f, g هرگاه اگر، �شود م حفظ چو تبدیل تحت φ(x,v) دو�گونه اول مرتبه فرمول .١٠.٣.٣ تعریف

آنگاه ،β ∈ (B۲)
m و a ∈ (A۱)

n اگر و دهد، یل تش B به A از چو تبدیل ی

.A |= φ[a, g(β)] =⇒ B |= φ[f(a), β]

�شود م نامیده جریان فرمول دو�گونه، چارچوب این در φ(x,v) چند�گونه فرمول .١١.٣.٣ تعریف

باشد. عموم کاملا دوم گونه در و وجودی کاملا اول گونه در و باشد تساوی بدون اگر

قضایای با آن ارتباط است. شده اثبات قبل بخش در مدل نظریه کاملا بصورت زیر قضیه

است. شده داده شرح [٩] در حال عین در نیز استرن و ففرمن چندگونه درونیابی

فرمولهایی همان دقیقاً �شوند م حفظ چو تبدیلات تحت که فرمولهایی بِنثم) (فون .١٢.٣.٣ قضیه

هستند. جریان فرمول با معادل منطقاً که هستند
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قضیه مشابه کرده�ایم. اثبات که است جدیدی درونیابی قضیه از کاربردی قضیه، این برهان.

�شود. م اثبات (٧.٣.٣)

نوع چو تبدیل تحت که باشد تساوی بدون دو�گونه اول مرتبه فرمول ی φ(x,v) کنید فرض

آوریم بدست φ∗ جریان فرمول ی �خواهیم م بِنثم فون قضیه اثبات برای �شوند. م حفظ (b) و (a)

است. φ با معادل که باشد) عموم کاملا دوم گونه به توجه با و وجودی کاملا اول گونه به توجه (با

رمزنگاری برای تساوی) بدون دستگاه (در اصل قضیه از کاربردی در درونیاب ی بعنوان را φ∗

U تک-موضع محمولات بترتیب، �آوریم. م بدست را چو فضاهای در تک�گونه ساختار طبیع

نسبی�سازی نتیجه φU دهید قرار �گیریم. م نظر در دوم و اول گونه با متناظر زیردامنه�های را V و

مطرح بالا در روشن به چندگونه درونیابی قضیه رفتار باشد. V یا U با مطابق φ سورهای همه

که است U-نسبی�شده فرمول ی با معادل φU که دهیم نشان بود خواهد کاف حال است. شده

با اول �آید. م بدست جداگانه مرحله دو در این �شود. م ظاهر منف فقط V در و مثبت فقط U در

نوع چو تبدیل از استفاده با دوم و �شوند م حذف U منف رخدادهای (a) نوع چو تبدیل از استفاده

نام تغییر نتیجه φ۲ و φ۱ = φU دهید قرار اول مرحله برای �شوند. م حذف V مثبت رخدادهای (b)

است: زیر معتبر عبارت با متناظر (a) نوع چو تبدیل تحت φ پایایی آنگاه �باشد. م φU در U ′ به U

.φ۲(x,v) ∧
∧
U

′x ∧
∧
V v ∧ ∀x(U ′

x→ Ux) |= φ۱(x,v)

فرمول ی (٨.١.٢) قضیه و است، ,U}-نسبی�شده V, U ′} فرمولهای میان شرط ترکیب ی این

�دهد. م نتیجه را U مثبت رخدادهای با فقط و U ′ رخدادهای بدون χ(x,v) ,U}-نسبی�شده V, U ′}

گونه�ها v و x اگر هستند معادل واقع در χ و φU که �شویم م متوجه ،U ′ و U دادن قرار مساوی با

φ۲ و φ۱ = φU دهید قرار و است، مثبت U در φU که کنید فرض دوم، مرحله برای کند. حفظ را

که است معن این به (b) نوع چو تبدیل تحت φ پایایی �باشد. م φU در V ′ به V نام تغییر نتیجه

.φ۲(x,v) ∧
∧
Ux ∧ ∀x(V x→ V

′
x) |=

∧
V v −→ φ۱(x,v)

مثبت U در هنوز که �دهد، م نتیجه را χ(x,v) ,U}-نسبی�شده V, U ′} فرمول ی (٨.١.٢) قضیه

،V ′ و V دادن قرار مساوی با دارد. را V از منف رخدادهای فقط و نشده ظاهر آن در V ′ و است

جدید χ این کند. حفظ را گونه�ها v و x اگر هستند معادل حقیقت در χ و φU که �شویم م متوجه
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بحث در نحوی �های ساده�سازی برخ با شود. گرفته نظر در φ∗ عنوان به �تواند م اساس بطور

تنها با است E شامل فقط که زبان در دو�گونه فرمول به �تواند م φ∗ که دیدیم چندگونه درونیابی

شود. عکس ترجمه دوم گونه روی عموم سورهای تنها و اول گونه روی وجودی سورهای
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Abstract

Lyndon’s Interpolation Theorem asserts that for any valid implication between
two purely relational sentences of first-order logic, there is an interpolant in which
each relation symbol appears positively (negatively) only if it appears positively
(negatively) in both the antecedent and the succedent of the given implication.

A similar, more general interpolation result with the additional requirement
that, for some fixed tuple U of unary predicates U , all formulas under consideration
have all quantifiers explicitly relativised to one of the U is proved in this thesis.
under this stipulation, existential (universal) quantification over U contributes a
positive (negative) occurrence of U .

It is shown how this single new interpolation theorem, obtained by a canonical
and rather elementary model theoretic proof, unifies a number of related results:
the classical characterisation theorems concerning extensions (substructures) with
those concerning monotonicity, as well as a many-sorted interpolation theorem
focusing on positive vs. negative occurrences of predicates and on existentially vs.
universally quantified sorts.
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